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Diese Arbeit wurde nach Rat und Anleitung des Herrn Professors 9 
Dr. Daniels in Freiburg ausgeführt. Der Verfasser erlaubt sich daher, ® 
| auch an dieser Stelle seinem hochverehrten Lehrer den wärmsten Bi 


Dank auszusprechen, sowohl für das wohlwollende Interesse, das er 
ihm die ganze Studienzeit hindurch gezeigt, als auch für die unver- 
gleichlichen Vorlesungsstunden, die speziell für den künftigen Lehrer 
doppelt wertvoll waren. 


Zur projektiven Dreiecksgeometrie in 
sphärischen Koordinaten. 


Einleitung. 


Ansätze zur Einordnung der gewöhnlichen Metrik in die Pro- 
jektivität finden sich schon bei Poncelet und Laguerre. „Poncelet 
hat bereits metrische Beziehungen zu den Kreispunkten der Ebene 
oder zu dem Kugelkreis des Raumes betrachtet,“ aber die projektive 


‚Definition der Entfernung und des Winkels hat er noch nicht gekannt. 


Erst Laguerre hat die berühmte Formel entdeckt, welche die rein 
projektive Definierung dieser metrischen Begriffe gestattete, indem der 
Winkel, den zwei Gerade mit einander bilden, durch den mit —i mul- 
tiplizierten Logarithmus des D. V. (Doppelverhältnis) ausgedrückt 
wird, das zwischen deu beiden Geraden und jenen Geraden besteht, 
welche von ihrem Schnitipunkt aus durch die beiden zyklischen Punkte 
gezogen werden können. ,„Dies ist aber bei Laguerre noch keine 
(rein projektive) Definition des Winkels, weil ihm die von v. Staudt’sche 
Festsetzung des D. V. als einer durch eine projektive Konstruktion 
festgelegten Zahl fehlt.“ !) 

Den Schlüssel zur vollkommenen Lösung der Frage hat Cayley 
geboten, als er seine Massgeometrie schuf. Der Reihe nach betrachtete 
er die Massbestimmung in-den Grundgebilden der ersten, zweiten und 
dritten Stufe. In jeder Stufe nimmt er irgend ein Gebilde zweiten 
Grades an, das er als das absolute bezeichnet, und in Bezug auf 
dasselbe definiert er dann den Begriff von Entfernung und Winkel. 
So wählt er für die Grundgebilde erster Stufe (Punktreihe, Geraden- 
büschel und Ebenenbüschel) zwei willkürliche (reelle oder konjugiert 
imaginäre) Elemente P und Q (Punktpaar oder Geradenpaar oder 
Ebenenpaar) als absolutes Gebilde: 

2 (2) SE AM 4 223217 4 99 — 0 


') Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften III, 1, 3. 82 ff. 


Elemente in Bezug auf das absolute Paar definieren: _ 


2a) + Yaıy) — oa), En) 
— BPI)) log 
ee 2ay) — / Q’xy) — 2 u 


wo @xy) die Polarform 
2ky) = u (Aıyı + a) = X (Aufı + 2975) 
und k den willkürlichen konstanten Faktor bedeutet. se 
Hieraus ergeben sich zwei verschiedene allgemeine Massbestimm- 
ungen: die elliptische und die hyperbolische, je nachdem die Dis- 
kriminante von Q@(zz) das negative oder positive Zeichen annimmt. 
Lässt man die beiden Grundelemente P und Q zusammenfallen, so 
erhält man eine parabolische Massbestimmung. Ei 
Zur Massbestimmung in den Grundgebilden zweiter Stufe Kenn 
Cayley als absolutes Gebilde auf der Ebene einen Kopie den er 
den absoluten Kegelschnitt nennt: Sa 
(KK) HR + wo 0, 2 or 2 u — 0 
am) =R,.u + 9,0 + 9,0 + 20 um + 29,00, 20 9 
als absoluten Ordnungs- und Klassenkegelschnitt. Die Enke 
zweier Punkte wird nun definiert in der von F. Klein ‚gegebenen - 
Fassung durch 


DK Io 29 +YIAHTH OR OEN. 
= o &y) — Vo’ay) — wo (xx) w(yy) 
und dual dazu der Winkel zweier Geraden durch 
og Q cur) + v2uvy)—@ (uu) 2 vr 
2 (ur) — ya) — Oo (uu) alw) 
Hieraus leitet F. Klein durch Diskussion der möglichen Fälle. und a 
durch geeignete Wahl der Konstanten k wieder die drei Arten pro- | 
jektiver Massbestimmung ab: die elliptische, en ug Par 
bolische. . 
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Kläche zweiten Grades als absolutes Gebilde near 2 
bs ist SDZIEN das VS F. Klein’s Be. zu haben, wie 


wurfsfrei rein projektiv aufgebaut werden kann. Die genannten For 
scher haben aber nur die prinzipielle Frage gelöst; zur systematise 
' _Spezialbehandlung der geometrischen Lehrsätze, welche metrische Begrifl 


ee 


enthalten, hat unter anderen G. Berkhan einen bemerkenswerten Beitrag 
geliefert in einer der Königsberger philosophischen Fakultät 1904 
vorgelegten Preisarbeit, von der im Archiv der Mathematik und 
Physik III, 11, 1907 ein knapper Auszug erschienen ist. Berkhan ° 
beschränkte sich dabei auf die ebene Dreiecksgeometrie, deren metri- 
sche Sätze er zunächst nach einem rein projektiven Ordnungsprinzip 
einteilt und dann von einer grösseren Anzahl den rein projektiven 
Beweis entwickelt. Er zerlegt die metrischen Sätze der Dreiecks- 
geometrie in drei Klassen je nach der Rolle, welche das Kreispunkte- 
paar in denselben spielt. In manchen Sätzen braucht man nämlich 
nicht die Kreispunkte selber, sondern nur ihre Verbindungslinie, die 
unendlich ferne Gerade; in anderen Sätzen lässt sich das Kreispunkte- 
paar durch einen Kegelschnitt ersetzen, wobei es aber belanglos bleibt, 
ob er in ein Punktepaar zerfalle oder nicht. Endlich gibt es eine 
Anzahl Sätze, deren Beweis in Bezug auf die zyklischen Punkte selber 
zu führen ist. 

Dabei führt nun aber Berkhan die Verallgemeinerun;s ein, dass 
er für die erste Kategorie von Sätzen die unendlich ferne Gerade 
durch eine im Endlichen gelegene beliebige Gerade ersetzt, für die 
zweite statt der zyklischen Punkte einen ganz beliebigen Kegelschnitt 
als absolutes Gebilde wählt, welchen er für die Sätze der dritten 
Klasse in zwei willkürliche Punkte entarten lässt. 

Berkhhan geht von den harmonischen Rigenschaften des voll- 
ständigen Vierecks aus, und nachdem er gezeigt, wie stets vier Ge- 
bilde eng zusammengehören: ein Punkt, eine Gerade, ein Umkegel- 
schnitt und ein Inkegelschnitt des Grunddreiecks, definiert er mit 
Hilfe der „absoluten Geraden“ jene metrischen Begriffe, zu deren 
Definition sonst die unendlich ferne Gerade benötigt wird. So nennt 
er Richtpunkte einer Geraden, einer Kurve, die Schnittpunkte derselben 
mit der absoluten Geraden. Von zwei Geraden sagt er, sie seien 
parallel, wenn sie sich auf der absoluten Geraden schneiden; zwei 
Dreiecke befinden sich in Aehnlichkeitslage, wenn ihre homologen 
Seiten die Richtpunkte ‚gemeinsam haben, und zwei Kegelschnitte 
heissen homothetisch, wenn ihre Richtpunkte zusammenfallen. Als 
Zentrum eines Kegelschnitts bezeichnet er den Pol der absoluten 
Geraden in Bezug auf diesen Kegelschnitt. Unter Asymptoten eines 


_  Kegelschnitts versteht er die Tangenten an seinen Richtpunkten. 
- Mitte einer Strecke heisst der mit dem Richtpunkt in Bezug auf die 
Streckenendpunkte harmonisch konjugierte Punkt. Die Geraden, welche 

die neuen Seitenmitten des Dreiecks mit den gegenüberliegenden 


{i 


Eckpunkten verbinden, heissen demnach die Mittellinien und ihr ge- 
meinsamer Schnittpunkt der Schwerpunkt des Dreiecks; usw. 

Wie man sieht, haben alle diese Begriffe einen neuen allge- 
-meineren Sinn bekommen als in der gewöhnlichen Geometrie. Die 
gewöhnliche Bedeutung geht nun als Spezialfall daraus hervor, wenn = 
man nämlich die spezielle unendlich ferne Gerade als absolute Gerade 3 
wählt. ; nr 

Auf Grund dieser Definitionen verallgemeinert a Berkhan 
im ersten Abschnitt seiner Arbeit einzelne Sätze aus der affinen Geo- 
metrie, wie z. B. solche, die sich auf die zum Schwerpunkt gehören- = 
den Steiner’schen Ellipsen, die Theorie der komplementären und anti- 
komplementären Punkte beziehen, einzelne Sätze, die auf quadratischr 
Verwandtschaft beruhen, wie die isotome und komplementisotome Ver- 
wandtschaft. Ferner gibt er eine interessante Yeralgeie der 
Lehrsätze von Feuerbach und Tucker.') a 

Im zweiten Abschnitt wendet sich Berkhan dem Falle zu, ww 
das absolute Gebilde aus einem allgemeinen Kegelschnitt 

2 — les eu, 0 

besteht, der weder in ein Punktpaar noch in ein Geradenpaar zer- 
fallen ist. Hier definiert er zunächst die Orthogonalität zweier Ge- 
raden, indem er dieselben dann als zu einander senkrecht bezeichnet, 
wenn sie in Bezug auf den absoluten Klassenkegelschnitt harmonisch 
konjugiert sind. Ferner führt er nun den Begriff des Winkels ein, 
den er nach Cayley und Klein durch das Produkt aus einer Kon- 
stanten und dem Logarithmus des D. V. definiert, das diese Geraden 
mit den von ihrem Schnittpunkt ausgehenden absoluten Tangenten 
bilden. Daraus folgen von selbst die Begriffe der Winkelhalbierenden, 
Dreieckshöhen, usw. Hierauf behandelt er eine Anzahl Sätze, in 
denen diese Begriffe eine Rolle spielen, so z. B. Sätze über die De = 
eckshöhenpunkte, über orthologische Dreiecke, isogonale Verwandtschaft, 
isotome Verwandtschaft, Inkreise, Wallacelinie, Spiegelung eines 
Punktes und einer Geraden an den Seiten des Dreiecks, die Brocard’schen 
Punkte. In einzelnen Fällen prüft er noch an Hand des gefundenen 
Resultats, was eintritt, wenn der absolute Kegelschnitt in ein Punkt- 
paar zerfällt. 

Im dritten Absehnitt wird eine Anzahl Lehrsätze verallgemeinext, 
für welche der absolute Kegelschnitt in ein absolutes Punktpaar 
zerfallen muss. Diese Voraussetzung ist nämlich zur. Behandlung 


‘) In anderer Weise ist die Erweiterung des Satzes von Tucker auch 
enthalten in Fr. M, Daniels, Essai de geom6trie spherique, Fribourg 1907, chap. XI. 
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derjenigen Sätze notwendig, in denen Orthogonal- und Parallelrelationen 
gleichzeitig auftreten oder in denen Kreise als Punktörter eine Rolle 
‚spielen. Hier wird der Kreis definiert als diejenige Kurve zweiter 
Ordnung, welche durch drei Punkte in allgemeiner Lage und durch die 
beiden absoluten Punkte geht. Zur Besprechung kommen in diesem 
Teile einige Beziehungen, die sich an den Höhenpunkt, den Lemoi- 
ne’schen Punkt und den Umkreis anknüpfen, ferner die Theorie der 
Z/willingspunkte, der tripolar assoziierten Punkte, Aufsatzdreiecke, der 
Brocard’sche Kreis, die Theorie der isogonischen und isodynamischen 
Punkte, die Brocard’schen Gebilde im Sinne von Artzt. Wie schon in 
den beiden vorhergehenden Teilen, so werden besonders auch hier häufig 
nur die Resultate der Untersuchungen angegeben ohne die Beweise. 

Berkhan’s Arbeit bezieht sich nur auf die ebene Dreiecksgeometrie. 
Es kann aber seinen Untersuchungen eine etwas allgemeinere Be- 
deutung gegeben werden durch die Ausdehnung auf die Kugel, so 
dass dann die Geometrie der Ebene nur als Spezialfall davon erscheint. 
Dies ist nun der Zweck der vorliegenden Dissertation. Sie will den 
Nachweis liefern, dass die meisten Ausführungen Berkhan’s fast un- 
verändert auch auf der Kugel Geltung haben. Auf diese Weise ge- 
lingt es, auch auf der Sphäre von Parallelismus’ und ähnlichen Drei- 
ecken zu reden, gerade wie auf der Ebene, während dies in der ge- 
wöhnlichen sphärischen Geometrie unmöglich ist. Die sphärische Ver- 
allgemeinerung der imaginären zyklischen Punkte der Ebene führt 
aber auf einen imaginären sphärischen Kegelschnitt, die sogenannte 
zyklische Kurve, welche nicht zerfallen kann.!) Daher wird auf der 
Kugel der dritte Teil der Berkhan’schen Arbeit gegenstandslos, hier 
: gibt es keine parabolische Geometrie. Der Spezialfall der gewöhn- 
lichen sphärischen Geometrie wird schon erreicht, wenn die zyklische 
Kurve als absoluter Kegelschnitt gewählt wird. Hieraus erklärt sich 
auch die vollkommene Herrschaft des Dualitätsprinzips auf der Kugel. 

Noch weniger als bei Berkhan kann es sich hier um eine voll- 
ständige Arbeit handeln, die Beschränkung auf die Verallgemeinerung 
einzelner Sätze ist auch da geboten. Was die vorliegende Dissertation 
von der Berkhan’schen Arbeit besonders unterscheiden wird, das ist die 
Methode der Behandlung. 

In dem 1907 erschienenen Buche Essai de geometrie spherique 
en coordonnees projectives hat Herr Professor Daniels in Freiburg 
(Schweiz) die analytische Geometrie auf der Sphäre behandelt in 
homogenen projektiven sphärischen Koordinaten mit Verwendung der 


') M. Fr. Daniels, Essai de geometrie spherique, $ 183. 
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Vektoren. Dabei hat es sich gezeigt, wie sehr sich die letzteren f 
die sphärische Geometrie eignen, wie dadurch viele Beweise und Ent- 
wicklungen bedeutend kürzer und eleganter werden. Es lag nun nahe, 
dieselben auch für diese Arbeit zu verwenden, allein dies ging nicht. 
ohne weiteres an, weil ein Vektor ein wesentlich metrischer Bee 
ist, indem er nicht bloss die Bedeutung einer Richtung, sondern auch 
die einer Länge in sich schliesst. Ueberdies treten bei den Weber 2 
operationen auf der Sphäre beständig Winkel- oder Bogenrelationen 
auf, also wieder wesentlich metrische Begriffe. Um uns einerseits: Ex 
von diesen metrischen Beziehungen unabhängig zu machen und an- 
dererseits uns doch die Vorteile der Vektorenrechnung zu wahren, 
benützen wir die „Punktsymbole“, die wir einer uns gütigst zur Ver- 
fügung gestellten nicht veröffentlichten Arbeit von Herrn Professor 
Daniels entnehmen. Im folgenden Kapitel werdeu die Eigenschaften Be 
und Operationssätze der Punktsymbole kurz auseinander gelegt werden. 
Es wird sich herausstellen, dass es sich dabei um eine projektive Vr- 
allgemeinerung der gewöhnlichen Grassmann’schen Punktgrössen handelt. 
Es wird dieselbe Notation wie in der Vektorenanalysis angewendet, so dass 
in manchen Fällen der Uebergang zur gewöhnlichen Metrik ganz unmit- 
telbar bloss durch andere Interpretation der Grössen erreicht wir. 


Theorie der Punktsymbole. 


1. Bekanntlich kann jeder beliebigen positiven ganzen Zahl und 
durch Verallgemeinerung des Prinzips überhaupt jeder beliebigen reellen 
Zahl ein und zwar nur ein Punkt einer ebenen Geraden zugeordnet werden, 
sobald auf derselben drei willkürliche Punkte fest gewählt sind. Und 
zwar können wir, von diesen drei Punkten ausgehend, alle übrigen - 
durch blosses wiederholtes Aufsuchen des vierten harmonischen Punktes, E: 
also durch blosse Konstruktion, unabhängig von jeder Messung, finden.) 
Diese Ausführungen gelten aber nicht bloss für die Ebene, ‚sondern . 
auch für die Kugelfläche.?) : 

Demnach wird jeder Punkt einer sphärischen oder ebenen Geraden : 
durch ein Doppelverhältnis von 4 Punkten eindeutig bestimnit. Diesen = 
D. V. hat v. Staudt den Namen „Wurf“ gegeben. Mit Hilfe dieser 


% W. Killing, Einführung in die Grundlagen der Geometrie, Is N 
Paderborn 1893, BE 
°) Einen grössten Kugelkreis bezeichnen wir als „sphärische en . 
Auf der Kugel fällt die bei Killing a. a. O. S. 111 $ 3, k erwähnte Schwierig 
keit in der Zuordnung von Punkten an die negativen Zahlen dahin, weil di: E 
sphärische Gerade ein in sich geschlossenes Gebilde ist. | 


BR 


Würfe lässt sich jeder Punkt der Kugel finden ohne alle Messung, 
und somit sind wir im stande, die ganze analytische Geometrie in 
ganz allgemeiner Weise aufzubauen mit Ausschaltung aller Massbegriffe. 

2. Zur Bestimmung der Lage eines Punktes auf der Kugel ge- 
hen wir von einem willkürlichen sphärischen Dreieck A,A>A, und einem 
Punkte E aus, welcher auf keiner der drei Geraden As>A,, A;A,, A,As 
liegt. Sei P der zu bestimmende beliebige Punkt. Wir ziehen durch 
ihn und durch E die Ecktransversalen, welche die gegenüberliegenden 
Seiten des Dreiecks in P,, P;, P;, resp. E,, Es, E, schneiden. Nun 
können wir die Würfe (A,A,P;E;), (A5AsP,E,), (A,A,P,E,) unabhängig 
von allen metrischen Betrachtungen bestimmen. Daher lassen sich 


auch drei Zahlen finden, X;, Xs, X, deren Verhältnisse gleich 
den genannten Würfen sind. Es hat folglich jeder Punkt der Kugel 
in Bezug auf ein sphärisches Fundamentaldreieck A drei homogene 
 projektive Koordinaten xxx; oder kurz x;, deren Verhältnisse den 
Punkt bestimmen. 

Fällt P mit E zusammen, so wird auch P,; mit E; identisch; 
folglich werden die drei D. V. (A;A,P,E,) =1. Dadurch werden auch 
die Koordinaten x; —= 1, weshalb man E den Einheitspunkt nennt. 

3. Nun betrachten wir alle Punkte der Kugel, deren Koordinaten 

die folgende gegebene quadratische Form annullieren : 
ONE N WB +05 4205 X + 2 WeXgX; — 2 Oy XzXı. 
Das Gebilde, welches durch diese Punkte dargestellt wird, nennen wir 
den absoluten Kegelschnitt. Bezüglich der Koeffizienten ist nur vor- 
ausgesetzt, dass die Diskriminante w,,| # 0 sei. Ist D der Wert der- 
selben, so können wir uns alle Koeffizienten durch eine der dritten 
Wurzeln aus D dividiert denken. Bezeichnen wir den Wert, den die 
Diskriminante jetzt annimmt, mit @, so ist @ = 1. Diese Voraussetzung 
soll für alle unsere Entwicklungen gelten. 

4. Genügen die Koordinaten x; der linearen Gleichung: 


R)ZEXH(®ıyıt Ja + © Y) + X (01 Yı + @aya + © Js) + 
X3 (©13 yı — 095 Ya ®3 J;) = ® (JX) 
—=y (OıXı + ®@9a X + ©iX) + Yal®ıaXı + © X + x X) + 
Ys (01 4 0 X + ©; X%) —0, 
so sagen wir, der Punkt x; liege auf der absoluten Polare eines 
gegebenen Punktes y;, oder, da wir in der Gleichung x; mit y; ver- 
tauschen dürfen, der Punkt y; liege auf der absoluten Polare eines 
gegebenen Punktes x,.. Wir können 


oaXy)=1n+1m%- Nn% — 0 


wir zwei Punkte kennen, deren Kordinsien der Gleichung. genüg, 
Das einzige Gebilde auf der Kugel, das schon durch zwei Punkte be- 
stimmt ist, ist die sphärische Gerade. Es ist folglich die ‚absolute 
Polare eines Punktes eine Gerade. 
5. Ebenso muss X + W%X + U, % —= 0 eine arade, sein, ie 
durch die leicht zu zeichnenden Punkte (0, --u;,, u,)und (—u, u, 0) 
geht. Wir nennen u, wu, oder u, oder damit proportionale N 
die homogenen projektiven Koordinaten der Geraden. ee 
6. Sind zwei Punkte Q/ (y) und Q/ (z)) BeeeDenT so können ihre | 
absoluten Polaren: ER 


WAY) 0) +%&o(y) + %@(Y) = h 
D) (7X) = u Paz) PRO) nam) 0 
leicht gezeichnet werden. Ihr Schnittpunkt R liegt sowohl auf der 
absoluten Polare von Q' als auf derjenigen von Q’; umgekehrt müs- 
sen Q’ und Q@’ nach $4 auf der absoluten Polare von R liegen. Dem- 

nach ist (Q’Q’) die Polare von R, und R ist der absolute nn von = 
ON). | 
7. Genügen die Punkte x; und y; beide der Gleichung der Gera- 

den u; | 

U WS +, 8 —(, ; 
so genügt ihr auch jeder Punkt yy + A x; was auch A sein mag. Wir : 
finden die Schnittpunkte der Geraden (x;y;) mit dem absoluten Kegel- > 
schnitte, indem wir nach der bekannten Methode von Te aus. 


oy+ARytIAy=eay)r2iomg) +TFog= 


), auflösen und in y; + 4x, substituieren. Liegt y, auf dem ee 
Kegelschnitt, so wird © (yy) = 0 und folglich eine Wurzel der in 
Bezug auf / quadratischen Gleichung ebenfalls Null. Genügt über- 
dies x, der Gleichung » (xy) = (0, so wird auch die zweite Wurzel 
von 4 Null, das heisst, wenn y; auf dem absoluten Kegelschnitt Hiegt, 
so ist seine absolute Polare zugleich absolute Tangente, 

Welcher Bedingung müssen die Linienkoordinaten u, genügen, 
soll die Gerade u, absolute Tangente sein? Offenbar der Bedingung: 


1 DB &Os Ur 


2 (u) = 


a Rt 


= — Quut 4- Quast Dale F 9 Diam nur > Se 1apı +2 


— 13 — 


8. Nun bezeichnen wir die Punkte x, Yu Z,... mit den Symbo- 
len X, Y, Z,..., den Punkt Ay; ode ,5 + %&y mit , X + 
/g Y, was auch A, oder A, sein mag. X und /, X repräsentieren den 
nämlichen Punkt; denn A, X bedeutet nur, dass die Koordinaten von X 
noch mit 4, multipliziert seien. Da 
„ut hyhyı Ak 
so ist auch „HYX+-hhY=AhY-HX. 
Weil ferner | 
ASt ky the thyp)t 2 
so ist auch »X-+(&Y+2) =AX-AN + 42. 
„bunktsymbole‘‘ oder „Punktgrössen“ können folglich addiert und 
subtrahiert werden wie skalare Grössen. 
9. Die Eckpunkte (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) des Koordinatendreiecks 
wollen wir mit R,, R,, R, bezeichnen. Nun aber ist 
(Xu Xa, Xs) = (Xı, 0, 0) + (0, x, 0) + (0, 0, x%;) 
daher X=-uR, + R + x; R;,. 
Wir dürfen die Koordinaten eines Punktes x,, der nicht auf dem 


_ absoluten Kegelschnitt liegt, durch Y & (xx) dividieren, weil dann 


© (xx) einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Und jetzt nennen 


X; 


Vy o(xx) 


wir x; die nicht reduzierten, hingegen die reduzierten Koor- 


dinaten des Punktes X. 

10. Der Ausdruck & (xy) ist eine bestimmte Funktion der Koor- 
dinaten von X und Y; wir wollen sie symbolisch mit X Y bezeichnen und 
„inneres Punktprodukt‘‘ der beiden Symbole X und Y nennen. Aus 
dieser Definition folgt nun unmittelbar: 

XY=owy)=o(w)=YX 
xX=o(x) | 

ZX+Y)=uv(s,x+yJ=o(zx)+o(@y)=ZX+ZY. 

Es besitzt also das innere Punktprodukt dieselben Eigenschaften wie 
ein gewöhnliches Produkt. 

11. Es ist demnach einerseits 


xXY=sR,+% R+xR;) (ıRı+ »R,+ YsR;) 
—= xy yYıRRR +8» RR +8 y RR,+ Kıye + *yı)RR,+ 
(Keys + sy) RR; + (XsJı + XıJs) RsRı, 
andererseits ist nach der Definition in $ 10: 


“ EeNXY=w (xy) — On Khıyı F@aX ya t Og X Ys + On (Kı ya + X yı) 


+ 03% Ys + % Yo) + 9a & Yıt Xı Je). 


-u- 


Hieraus schliessen wir, dass re 
RR=@®, RR=0®9, RR; = gg a. 

BR RR,R,—= wa, Rah; = 0 R; Ms Oz 2 rn 
12. Wie lässt sich die Gerade symbolisch darstellen? Sn u 
ihre Koordinaten und y; diejenigen ihres absoluten a so ist, ihre: 
(Gleichung einerseits: | 


1% + Be + UsXs SE 0, 
und andererseits als absolute Polare des Punktes y;: 


Ko (yı) + Roy) + So) — 0. 
Folglich verhält sich 


WW: U = W(yı): oß: o(y:) 
oder umgekehrt: 

yı:y:yp= u): 2a): 2’u,). : 
Jetzt nehmen wir 1 als Proporkionähtätstaker und definieren die Ge- 
rade u; durch ihren absoluten Pol a3 


2'(u) Rk + 2’(u) RR + 9'(u;) RB, | a 
oder (Qu Rı + 25 RB, + Q;R;) u + (Bu Rı + 29 Rs 7 Ds, R) Ua + 
(23Rı + 2; R, — Q,R,) 2. ren 
13. Diese Klammerausdrücke setzen wir: Se 
2, Rı + 5 BR R=L .. 
QuRı + Qu R, a Q,R; = lo [69] 
2; Rı + 95 + 9, RB, =L; es 
Durch Multiplikation dieser Gleichungen mit 0... 0 
und mit Beachtung, dass Q—=1 ist, ergibt sich | 


R, = 91 n er @19 La 4 ©; La 

R, = 0%» Lı = 099 Ls E a3 L; 

R, = 03 L-+ 0, + 0% L; = 

Wir bekommen demnach als Repräsentant der Geraden u ‚ den. 
Punkt a uLb +w%,-+ uL.. a 
14. Jetzt finden wir leicht die inneren Produkte: 
L, L, RE A Er L; L, Gar Cds ’ L; L; FE Sen 

K Li, 0,2 u, > un ‚.Lb= A a 

ferner Rh. Ti ar 

: RI, = 0 Re R, L; = 0 ’ R; L, 

Bi, 0 ’ BL, — 05 Ri, = 

15. Das „äussere Produkt“ zweier Punkte X und | T dean 

wir ann EN ne 


A 


Y m > 


L, Lo 1v8 z 
Er. V X\Y=|ıu u % 
>® YrJa 3er) 


oder wenn wir diese Determinante mit der Diskriminante |©,, ®a 035 | 
— 1 multiplizieren und dabei die Gleichungen (II) berücksichtigen: 
”2 “2 R, Rs R; | 
VXY=o@ o@) o@) 

| 0) a 
Aus dieser Definition folgt unmittelbar, dass VXX=0 is. 
er - 16. Aus der getroffenen Definition finden wir durch Spezialisierung, 
= 3 indem wir R, (1,0,0) und R, (0,1,0) an Stelle von X und Y sub- 
stituieren, den Wert der folgenden äusseren Produkte: 


Re V R}, R, = | 1 0 N) a DL; 
E: 9 20 
ebenso VRR=L, VRR=L.. 
2, 17. Ferner findet man aus der obigen Definition durch Substi- 


3 tution von QuR, + 9 R+ DER. ürb., SW; 


| VERSB = | 
DER LON SO. R OR TOR: OR -O,RTO,R, | 


Bi. .% 25 
ee A. ; . | 
Ko | Ser R,, 

ebenso Vr, BER, V Inbs Ri: 
& 18. Endlich folgt noch aus der Definition in $ 15: 
2 Var X. % Bet Vrayeya Tel = -VEx. 
a Ryan aa Kl 
8 ; In ähnlicher Weise finden wir durch Zerlegung der Determinante, 
dass / Vz&+Yy=Vzx+VzYy. 


52 Das äussere Punktprodukt besitzt demnach alle Eigenschaften 
- eines gewöhnlichen Produkts mit Ausnahme der kommutativen. 
19. Welches ist die geometrische Bedeutung des äusseren Punkt- 


Ro rodüktes Vxr: Es ist der absolute Pol der durch die Punkte X 


und Y bestimmten Geraden. Denn die Koordinaten der absoluten 
’olare von X sind: ©’(x), ©(X), @’(x,), und von y:@'(yı). 


= 


u 


Der Schnittpunkt der beiden Dalaran ist aber nach E 
solute Pol der Geraden (X Y), und dieser ist: a 


BR. R, % 
| o(&ı) a) © a 
oo), 


Dies ist aber ae VxY ($ 15). 


. des Punktes VxY mit t; era, 
zVxY= = oa) rom) r 0). 
Nun aber sind die Koordinaten des Punktes va 8 15): 


(x) 0/1) —o)o/(y), 0) 0) — WR) 6 = : = 
| © (X) @ (Yo) — @ 0’) @ m) i a 


Daher wird 8 
| BZ o(4) ©) 
Vs 0’) 0) 0) 
ol) oly) oy) 
oder auch, wenn wir mit 2, = 1 multiplizieren: 


| \ 
Be en 


ESS 
48 I ya 


Dies zeigt unmittelbar, dass 
= ZVxXY-eySox oa yo | 
und dass ein solches inneres Produkt Null wird, sobald zwei der dam 


auftretenden Punkte zusammenfallen; denn dann werden zwei Zeile 
der Determinante einander Be Se 


[2X y], wird oleich | 
1 R, R, R, 
ZXY = oz) @iz) Wi) 
, ot) a 
worin t; m (© en ai o(Yx) bedeutet. 
Nun aber ist 


| a \ 
olt)—= vo) WR) WR) { —ı& X 5, |= 
| | N Ya. Ya 


a 


ob) = X, Yyı —Kıyss 
Folglich ist 
R, 
(2) 


Hy —KY 


[ZX YJ= 


— xıR, |ya ©/(z3) — Y3 ©’(2, si 

+ xR; [yı ©(z}) 4 ya @'(z)| — Ys RB; |xı w’(z,) ir X 0 (7 
— (RL + x%R; + x; R,) |yı ® 
— (YıRı + YaRz + ysRB;) |xı @(zı) + Xa @’(Z) + X: w’(7.)| 


FH XgR5 |ys ©@(25) + Yı © (7) 


a7 


©'(t,) = Xı Ya — Xayı- 
R, 
© (25) 
X Yı = Xı 3 
— YyıR, 
— yaRs 


R, 
© (7,) | 
Xı Ya — XoYı 
[Xa ©’ (z5) + x3 ©’ (z,)| 
[x 0’ (2) + x @ 200) 


2) 
(4) + Ya @ (2) + Y5®(2, N 


— Xo(yz) — Yo@k2) =X.YZ — Y.XZ. 


22. Endlich wird das innere Produkt der Punkte VXY 


Var 
VxıVar = 
nach SS 20 und 21. 
Und ihr äusseres Produkt ?) 


VyvxıYır = 


z|TxY] 


und 


ZNIPEIS IN TNZ 


Byızal -Zz.0Vxy — 0.7Ver. 


23. Machen wir einige geometrische Anwendungen, welche die 
Bedeutung der eingeführten Symbole noch deutlicher hervortreten lassen. 


Jst L konstant, so liegen alle 
Punkte R, welche der Gleichung 
Ui 
genügen, auf der Geraden L, d. h. 
auf der Geraden, von welcher der 

Punkt L der absolute Pol ist. 
24. V R’R’ ist das Symbol der 
durch R’ und R” gehenden Geraden, 


25. Liegen die Punkte R’ und 
R’ auf einer Geraden L, so liegt 
auch der Punkt R’ + AR” auf ihr. 


Jst Rh konstant, so gehen alle 
Geraden L, welche der Gleichung 
RL==0 
genügen, durch den Punkt R. 


VUL’ ist das Symbol des 
Schnittpunktes der Geraden L’ und 
Br 

Gehen die Geraden L’ und L’ 
durch einen Punkt R, so geht auch 


die gerade L’ + AL” dureh ihn. 


!) Wir haben V als Operationszeichen der äusseren Multiplikation ge- 
wählt, um aber dessen Häufung zu vermeiden, ersetzen wir es bisweilen durch 


eine eckige Klammer | E Dabei 


ein 


werden wir die innern Klammern oder 


V Zeichen bei denjenigen äussern Produkten weglassen, bei denen die einzelnen 


Faktoren selber äussere Produkte sind. 


Vvxyvar =|xyjlzr]| = 


Demnach 
[x 7 1]; 


co 


— 13 — 


Denn es ist ($ 23)  ! Denn es ist ($ 23) “ 
LR=-0mIR—-0,  RU-0wmRV-0, 
folglich auch | folglich auch | 
BEER) 0. Ri) 0 


26. Jst L eine gegebene Gerade Jst Rein gegebener Punkt und 
und Rein gegebener Punkt, so be- | L eine gegebene Gerade, so bedeu- 


deutet ihr äusseres Produkt VLR tet ihr äusseres Produkt VREL eine 
einen neuen Punkt, der auf der Ge- | neue Gerade, die durch den Punkt 
raden L liegt und mit R harmonisch |R geht und mit L harmonisch kon- 
konjugiert ist in Bezug auf den jugiert ist in Bezug auf den abso- 
absoluten Kegelschnitt. 'luten Kegelschnitt. e: 
27. Sind R’ und R’ zwei Punkte Sind L’ und L” zwei Gerade und 2 
und ist ihr inneres Produkt 'ist ihr inneres Produkt 
RR 0, I h:== 0, 
so bedeutet dies, dass der eine Punkt so bedeutet dies, dass die eine Ge- 
auf der absoluten Polare des an- rade durch den absoluten Pol der 
dern liegt; sie sind also harmonisch andern geht; sie sind also harmo- 
konjugiert in Bezug auf den abso- nisch konjugiert in Bezug auf den 
luten Kegelschnitt. absoluten Kegelschnitt. 
28. Drei Punkte R, R, R’ liegen Drei Gerade L, L’, L” schneiden: 
auf derselben Geraden, wenn das|sich in demselben Punkte, wenn 
innere Produkt ihrer Symbole das innere Produkt ihrer Symbole 


RVYERL206 ea ıVLvreo 8 


Verallgemeinerung von Sätßen aus der elliptisch-hyperbolischen Geometrie. 


Zuerst behandeln wir eine Anzahl Sätze aus der elliptisch-hyper- 
bolischen Geometrie, der als absolutes Gebilde der absolute Kegelschnitt 
zu Grunde liegt. Denselben haben wir in der Theorie der Punktsym- 
bole bereits definiert durch die Gleichungen | | 


»lx)—=0 und 9 (uu) =.0 
als absoluten Ordnungs- und Klassenkegelschnitt. | 
29. „Orthozentrum‘“.!) Zieht Bestimmen wir auf den Dreieck- 


man durch die Ecken R, des sphä- |seiten L, die Punkte, welche mit 
rischen Fundamentaldreiecks Gerade, |den gegenüberliegenden Eck punkten 


!) Die metrischen Begriffe, welche durch die Verallgemeinerung einen neue 


Sinn bekommen, bringen wir in Anführungszeichen , 


welche mit der gegenüberliegenden 
Dreieckseite L; harmonisch konju- 
giert sind in Bezug auf 2 (uu) =, 
so gehen diese Ecktransversalen, 
welche wir die „Höhenlinien“ nennen 
wollen, durch einen Punkt, der ent- 
sprechend als „Höhenpunkt‘‘ zu be- 
zeichnen ist. 


Aus $ 26 folgt unmittelbar, dass | 
den „Höhenlinien“ das Symbol zu- 


kommen muss: 

= VLR = [RR,.R)] (816). 
Da das innere Produkt !) 
VRRR[R,R,R, R,R,R,]|=0, 
so gehen die Geraden h; durch einen 
Punkt: 


Te 


Die Koordinaten des „Orthozen- 
trums‘“ hängen offenbar nur von 
den Koeffizienten der Produkte u,.u, 
des absoluten Klassenkegelschnitts 
2 (un) ab. Ist 2a = 0, 
der „Höhenpunkt‘“ unbestimmt. Die- 
ser Fall würde eintreten, wenn das 
Fundamentaldreieck in Bezug auf 
den absoluten Kegelschnitt ein Po- 
lardreieck wäre. 


5 


R 
+ Set. 
1: 89 


Q, 


19 


so wird | 


=. 


R; in Bezug auf » (xx) = 0 har- 
monisch konjugiert sind, so liegen 
diese drei Punkte auf einer Gera- 
den. 


Aus S 26 folgt unmittelbar, dass 
diesen harmonisch konjugierten 
Punkten dasSymbolzukommen muss: 
W=VRL=[LLL] (17). 
Da das innere Produkt 
VLuLLL[L,LL 2,2%] = 0, 


so liegen die Punkte H;’ auf einer 
Geraden: 
h=VH ee en 

Sn er 


Die Koordinaten dieser Geraden 
hängen offenbar nur von den Koeffi- 
zienten der Produkte x,x; des ab- 
soluten Ordnungskegelschnitteso(xx) 
ab. Ist ©.ı = 0, so wird die Gerade 
h unbestimmt. Dieser Fall würde 
eintreten, wenn das Fundamental- 
dreiseit in Bezug auf den absolu- 
ten Kegelschnitt ein Polardreiseit 
wäre. 


Den Uebergang zur gewöhnlichen metrischen Geometrie gewinnen 
wir ganz einfach dadurch, dass wir die Symbole R, und L, als Vektoren 


!) Für die Notation siehe Anmerkung 1 zu 


$-22, Dass dieses innere 


Produkt identisch Null ist, ergibt sich durch Entwicklung der einzelnen Faktoren 


nach der Formel in 


$ 20, wobei zu beachten ist, dass RV RR =0. 


Schreiben 


wir der Kürze wegen nur die Indizes der Symbole, so ist 
Vıaa 231 31 2] (81,20 112,3) 1.4123. 23, 0x8:1=3]. 
51. 12.23.1:098 2 31.19.08:.14.23 = 0. 


2.90. 


interpretieren.!) Dann liefert das äussere Vektorprodukt Vin direkt 


das wahre Orthozentrum: 


H 
h 


Il || 


tg A, RR, +tgA,by-+tgA,R,, und dual dazu 
tg a, u tg I, tea, L,, 


wo die A, die Aussenwinkel und a; die Seiten des sphärischen Dreiecks 


bedeuten, ?) 


30. Durch Permutation finden. 
‚aus dem Symbol VrR L; der har- 


wir aus -dem Symbol V L;R, der 
„Höhenlinien“ noch zwei andere 
Tripel von Geraden, die mit den Drei- 
eckseiten harmonisch konjugiert sind: 
m; = Vı R, undn = VL R.. 
Sie bilden zwei Dreiseite, welche 
sich ausser in den Ecken R, und 
den absoluten Polen L; der Seiten 
des Grunddreiecks noch in drei wei” 
teren Punkten Q; schneiden. Das 
neue Dreieck Q; ist perspektivisch 
zum Grunddreieck. 


Q; —= [L«R, L, R, |. 

Da das innere Produkt’) 
Vrqa[RQ RQ]= 0, 
so gehen die Verbindungsgeraden 
R,Q; der homologen Eckpunkte 


durch einen Punkt Q, das Perspek- 
tivitätszentrum: 


Durch Permutation finden wir 


monischen Punkte H’, noch zwei 
andere Tripel harmonisch konjugier- 
ter Punkte: 

M, = V R;,L, und N = V R;,L.. 


Sie bilden zwei Dreiecke, deren 


Ecken ausser durch die Seiten L,; und. 


die absoluten Polaren der Ecken R,; 
noch durch drei weitere Gerade q; 
verbunden sind. Das neue Dreiseit q; 
ist perspektivisch zum Grunddreiseit. 


y=[Rb RL. 


Da das innere Produkt 


Vua IL, g Las 4, ] —(, 
so liegen die Schnittpunkte (L; q;) 
der homologen Seiten auf einer 


Geraden q, der Perspektivitätsachse: . 


') Ein Punkt der Kugel wird durch den Vektor R bestimmt, der vom Zen- 


traum der Kugel aus durch den Punkt gezogen wird. Und eine sphärische Gerade 
(grösster Kugelkreis) wird durch den Vektor L bestimmt, der vom Zentrum aus 
senkrecht zur Ebene dieses grössten Kugelkreises gezogen wird. Das äussere Vek- 
torprodukt V R, R, bedeutet demnach die Verbindungsgerade der Punkte R, und R,; 
und dual dazu stellt der neue Vektor V L, L, den Schnittpunkt von L, und L, 


r [R, R,R R, | ist folglich ein neuer Vektor, welcher die Gerade ee 


die en auf V R,R, steht und durch R, geht, also die erste Hchenlinie, Se 


Siehe M.-Fr. Daniels, 
2) Siehe M.-Fr. Daniels, Essai de geometrie spher. S. 52. 


Essai de geometrie spherique, S. 13 ff. 


°) Dieses innere Produkt lautet ausführlich geschrieben : 
VR [1,8 LR]|VV®ß,|L,R, DR] VR,|LR, L a 


x 


Pa 


= [RxQx RQ|| Er 
212, Rı + 29 9, Rz + 9, QuR;. | 
H und Q sind offenbar „Gegenpunkte‘ 
der quadratischen Transformation 

4 = 9. 

Bezöge man die Koordinaten auf 
ein absolutes Polardreieck, so würde 
wieder 2,, = 0 und m,, n, und L, 
fielen zusammen, und die Perspek- 
tivität ginge im allgemeinen ver- 
loren. Gehen wir wieder zur ge- 
- wöhnlichen sphärischen Geometrie 
über, indem wir die Symbole als 
Vektoren auffassen, so bilden die 
Geraden m; und n, auf den Seiten 
L; Aufsatzdreiseite, deren Basis- 
winkel rechte sind. 


31. Vollständiges Viereck. Sind 
in einem vollständigen Viereck zwei 
Paar Gegenseiten harmonisch kon- 
jugiert,!) so sind es auch die Sei- 
ten des dritten Paares. 

Sind R, R, Rs, R, die Ecken 
des Vierecks, so folgt der Satz un- 
mittelbar aus der Identität: 


VRREVRR-+ VRRVRR 
IUERRVURR=EO 


Denn wird die Voraussetzung er- 
füllt, so werden die beiden ersten 
- Glieder Null; dann ist aber vermöge 
der Identität auch das dritte Glied 
Null, d.h. dann sind auch die Sei- 
ten des dritten Paares harmonisch 
konjugiert. 


(= [14x Li] 
1 @®; Li 4 © Oz La + © @ıg La. 
h und q sind „Gegengeraden‘“ der 
quadratischen Transformation 

uvm = &. 

Bezöge man die Koordinaten auf 
ein absolutes Polardreiseit, so würde 
wieder ©, =0 und M,,M, und R; 
fielen zusammen, und die Perspek- 
tivität ginge im allgemeinen ver- 
loren. Gehen wir wieder zur ge- 
wöhnlichen sphärischen Geometrie 
über, indem wir die Symbole als 
Vektoren auffassen, so bilden die 
Punkte M, und N, mit den Eck- 
punkten RK; neue Dreiecke, deren 
Spitzen R, von den beiden andern 
Ecken M;, und N, um einen Bogen 
7 entfernt sind. 

Vollständiges Vierseit. Sind in 
einem vollständigen Vierseit zwei 
Paar Gegenecken harmonisch kon- 
jugiert, so sind es auch die Ecken 
des dritten Paares. 

Sind L, L,, Ls, L, die Seiten des 
Vierseits, so folgt der Satz unmit- 
telbar aus der Identität: 


BERVGLeE VLLT VLLT 
SINE rel: 


Denn wird die Voraussetzung er- 
füllt, so werden die beiden ersten 
Glieder Null; dann ist aber vermöge 
der Identität auch das dritte Glied 
Null, d. h. dann sind auch die 
Ecken des dritten Paares harmonisch 
konjugiert. 


!) ın Bezug auf den absoluten Kegelschnitt; dies ist immer vorausgesetzt, 


wenn nichts anderes gesagt wird, 


er sr FR akeE | ö 
A I ra TA irn 2 ai; He a . 
A a FE te, 


Werden diese Identitäten vektoriell: inter pretiert, | 
ohne weiteres die entsprechenden Sätze der gewöhnlichen A 


(oder ebenen) Geometrie. 


32. Die ‚„Orthozentren‘‘ der vier 
von den Seiten eines sphärischen 
(oder ebenen) Vierseits gebildeten 
Dreiseite liegen in einer Geraden. 

Von den vier Geraden, welche 
das Vierseit bilden, wählen wir drei 
als Seiten des Grunddreiseits. Wir 
haben demnach L,, Is, L, und 


L=ulb + wb, + wL 
als Seiten und R,,R,R;, Vbl 
als Eckpunkte des Vierseits; folg- 
lich als Dreiseite: L,lsL,, LaLsLı 
L,L,L, L,LzL. Bezeichnen wir mit 
H den „Höbenpunkt“ des ersten 
Dreiseits, mit H; die entsprechenden 
 „Höhenpunkte“ der drei folgenden 
Dreiseite, so ist ($ 29) 

H |i.R,  UR,]| 

H= [LbL LWL] 
einerseits HVH, ea, 
HVH,H, = 0. 


Dies ist aber nur möglich, wenn 
alle vier „Höhenpunkte‘ derselben 
Geraden angehören. 


| 


Nun ist 


und andererseits 


33. Eine willkürliche Transver- 
sale L schneidet die Seiten des 
sphärischen (oder ebenen) Grund- 
dreiseits in den Punkten M,. Die 
durch diese Punkte zu den ent- 
sprechenden Seiten gezogenen har- 
monisch konjugierten Geraden ni 
bilden ein neues Dreiseit, das zum 
(runddreiseit perspektivisch ist. 


22 


drei folgenden Dreiecke, so ist 
($ 29) | 

h = [RıL, Rılı] 

h,= [RıRkıR Rık,R] . 
| Nun-ist einerseits AA 


so ergeben sich 


Die Geraden h ($ 29) der vier. 
von den Ecken eines vollständigen 
Vierecks gebildeten Dreiecke BeNER 
durch einen Punkt. 


Von den vier Eekpunkten wäh- = 
len wir drei als Ecken des Grund- 
dreiecks. Wir haben demnach R, 
Ra; BR, und | 

Res 2, 0000 
als Ecken und L, LI, I, . VRR 
als Seiten des Vierecks; folglich 
als Dreiecke: RıRyR;, RyR,R, R,R;R, 
R,R,R. Bezeichnen wir mit h die 
Gerade des ersten Dreiecks und mit 
h; die entsprechenden Geraden der 


und anderseits hVnh,h, = 0. z 


Dies ist aber nur möglich, wenn. 
alle vier Geraden durch denselben 
Punkt gehen. | 


Ein willkürlicher Punkt R: ind ie 
mit den Ecken des Grunddreiecks 
durch die Geraden m; verbunden. 
Die mit den entsprechenden Eck- 
punkten harmonisch konjugierten 
Punkte Q; dieser Scheitelgeraden 
bilden ein neues Dreieck, das zum 
Grunddreieck en 0 


Ist Ist 
L=uh +wb + ls, R=xy, Rs R+xR,, 


so sind die Punkte und Geraden so sind die Geraden und Punkte 


M= NEL, a [LLL], m; — VRR, A [R:R,R], 


und die Verbindungsgeraden homo- |und die Schnittpunkte homologer 


loger Eckpunkte: Seiten: | 
(R,N,) = [Rın,n,] (Lg) = [U 9:9] 
— Rın,.ng — Rıns.n, — Li: .Qs — Lie. Q; 
— — 9,1 — yon; — — 050 + 920; 
(RN) = — Yun -- Sa Dr (129) = — Wıds + Ws 
(RN) = — 91 + Bun. (L,9) = — 0Qı + wu: 


Die Summe dieser drei Symbole) Die Summe dieser drei Symbole 
wird Null’), wenn das erste mit @,,, | wird Null, wenn das erste mit @,, 
das zweite mit Q, und das dritte | das zweite mit &%» und das dritte 
mit Q,, multipliziert wird. Die Ge-|mit ©;; multipliziert wird. Die 
raden (R;N;) gehen daher durch ei- | Schnittpunkte (L;q;) liegen daher 
nen Punkt, durch das Kollineati- | auf einer Geraden, auf der Kollinea- 
onszentrum. tionsachse. 


34. „Orthologische Dreiecke.“ 

Sind zwei Dreiecke R, und R;’ ge- Sind zwei Dreiseite L, und L;’ ge- 
geben, und gehen die zu den ent-|geben, und liegen die mit den ent- 
sprechenden Seiten des zweiten |sprechenden Eckpunkten des zweiten 
Dreiecks harmonisch konjugierten | Dreiseits harmonisch konjugierten 
Ecktransversalen des ersten Dreiecks | Punkte der Seiten des ersten auf 
durch einen Punkt, so schneiden |einer Geraden, so gehören die auf 
sich die Ecktransversalen des zwei-|den Seiten des zweiten Dreiseits be- 
ten Dreiecks, die mit den entspre-|findlichen und mit den entsprechen- 
chenden Seiten des ersten harmonisch | den Eckpunkten desersten harmonisch 
konjugiert sind, ebenfalls in einem | konjugierten Punkte ebenfalls einer 
Punkte. Geraden an. 


') Wenn sich drei Zahlen k, finden lassen, durch welche k R+ k,R + k,R' 

— () wird, so liegen die drei Punkte R, R’, R’ auf einer Geraden. Denn schrei- 

3 ben wirk R+ k,R' —= — k,R’, so sehen wir hieraus unmittelbar (auf Grund 

von $ 25), dass der dritte Punkt auf der Verbindungsgeraden der beiden ersten 
= liegt. 


Die konjugierten Geraden sind: 
DR und p, Vin. 


Nun besteht auf jeden Fall folgende 
Identität: 


VRdı [Bee Re] \ 
Reh, 

\RLRrb Ru] _, 
Da 


Gehen die p; durch einen Punkt, 
so wird der Zähler des ersten Glie- 
des Null. Daher.ist dann vermöge 
der Identität das zweite Glied Null, 
d.h. dann gehen auch die p; durch 
einen Punkt. 

35. Schneiden die Geraden, welche 
durch die Eekpunkte R, gehen 
und mit den Seiten L; eines an- 
dern Dreiecks harmonisch konju- 
siert sind, die Seiten L, in drei 
Punkten einer Geraden, so liegen 
auch die drei Schnittpunkte, welche 
die durch die Ecken R,' oehenden 
und mit den Seiten L;, harmonisch 
konjugierten (Geraden auf L;' liefern, 
in einer (Geraden. 

Sind VL/R, und VL,R/ die 
konjugierten Geraden, so sind 

|L:L, R| und [L/’L, R, | 
deren Schnittpunkte mit den ent- 
sprechenden Dreieckseiten. Nun be- 
steht folgende Identität: 


VuL/’R, |» LyR, L, Ly/ 12 


R,VR;,R, 


[ER Rs | 


Vı/’L,R 


==( 


RıVR/R, 
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Die konjugierten Punkte sind: 
P= VLR' und P/=VLRr R,. 


Nun besteht auf jeden Fall Keen = 
Identität: 


VER [ER LR/| 
Dee 

YuR [GR on] 
TueR, 


Sind die P; drei Punkte einer dena- 
den, sowird der Zähler des ersten Glie- 
des Null. Daher ist dann vermöge der 
Identität das zweite Glied Null, 
d. h. dann sind auch die P/ dei 
Punkte einer Geraden. a 
Werden die Punkte, welche anf 
den Seiten L, liegen und die mit 
Ecken R; eines andern Dreiecks har- 
monisch konjugiert sind, mit den 
Ecken R, durch drei in einem Punkt 
sich schneidende Gerade verbunden, 
so gehen auch die drei Geraden, 
welche die den Seiten L,' angehö-. 
renden und mit R, harmonisch kon- 
jugierten Punkte mit den Ecken R;’ 
verbinden, durch einen Punkt. 


Sind Vr/ L;, und VEL die 
konjugierten Punkte, so sind 

|RR,L,| und |[R’R,L/| 
deren Verbindungsgeraden mit den 


entsprechenden Eckpunkten. Nun 
besteht folgende Identität: 


VRR/L, [BR/T, RR/T] 
LVET, 
RE: |R RE, RR, 12 


LYVLG 


=.) 


—— 


Liegen die drei Schnittpunkte 
IL; 1 R;| in einer Geraden, so wird 
der erste Zähler Null; infolge der 
Identität wird dies dann aber auch 
der zweite Ausdruck, d. h. dann lie- 
gen auch die drei andern Schnitt- 
punkte in einer Geraden. 
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Gehen die drei Verbindungsgera- 
den IR; R/L| durch einen Punkt, 
so wird der erste Zähler Null; in- 
folge der Identität wird dies dann 
aber auch der zweite Ausdruck, d.h. 


‘dann gehen auch die drei andern 


Verbindungsgeraden durch einen 


Punkt. 


36. Schneiden sich nieht nur die mit L, harmonisch konjugierten 


und durch R,;‘ gehenden Geraden in einem Punkt, sondern auch die 
Geraden, welche mit L,L,L, harmonisch konjugiert sind und durch R;' 
gehen, so nennen wir die Dreiecke R, und R, ‚‚doppelt‘‘- oder „‚diortho- 


logisch“. 

VR, L, [R, L R L, | 
+ VRL [RL RL’) 
+ VRL/ [RL/ RL] 
In Worten: Gehen die harmonisch 
konjugierten Geraden V R;L,' durch 
einen Punkt und ebenso die harmo- 
nisch konjugierten Geraden VR Ds, 
so ist dies auch für die harmonisch 
konjugierten Geraden V RL,’ der 
Fall. 

Ferner 


VGL Rob] 
SE VRL,/ [R; L, R,L,] 


== 4) 


+ VRL [Rio RL/]= 0 


In Worten: Gehen die harmonisch 
konjugierten Geraden 


VERS -VRL'S VB, 


durch einen Punkt und ebenso die 
Geraden | 
VE, VRL, VRL, 
so schneiden sich auch die harmo- 
nisch konjugierten Geraden 
ETLS VRR, VRi 


in einem Punkt. 


Für diese bestehen folgende Identitäten: 


VuR’ [LRY LR] 
+VLoR/ [oR/ R/| 
+ VLR/ [L.R/ DR/] = 0. 
In Worten: Liegen die harmonisch 
konjugierten Punkte V L, R; in einer 
(seraden und ebenso die harmonisch 
konjugierten Punkte VER Re 3280 
ist dies auch für die harmonisch 
konjugierten Punkte VL;R/ der 
Fall. 

Ferner 


VER TL,R SLR] 
HF VOR, [GR LR,] 
+ VER/ [LRY LR/]) = 0. 


In Worten: Liegen die harmonisch 


konjugierten Punkte 

VoR/, VuR/, VLR, 
auf einer Geraden und ebenso die 
Punkte 

Vor’, VLR/, Vor, 
so gehören auch die harmonisch 
konjugierten Punkte 

VLR', VoR, VoR/ 
einer Geraden an. 

| 


37, „Lotpunkt‘ des Dreiecks.!) Lassen wir eines der beiden 5 
orthologischen Dreiecke, etwa R,', in eine Gerade, resp. dual die Seiten 
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L, in einen Punkt ausarten, so werden wir auf den erweiterten Satz 


von Cwojdzinski geführt: 


Zieht man zu einer beliebig ge- 
wählten Geraden L die harmonisch 
konjugierten Ecktransversalen des 
Grunddreiecks R,, so schneiden sich 
die durch die Fusspunkte der letz- 
teren auf L gehenden zu den ent- 
sprechenden Dreieckseiten L, harmo- 
nisch konjugierten Geraden in einem 
Punkte, den wir den „Lotpunkt‘ 
des Dreiecks in Bezug auf eine 
Gerade nennen können. 

Dass die zu?L,;, harmonisch kon- 
Vu[LRL] 
durch einen Punkt gehen, folgt au® 
der Identität: 


VL [LB,L] + VL [LRIL] 


+ VL [LR,L] = 0. 
Wird für L eine der Dreieck- 
seiten gewählt, so geht die Identi- 
tät über in 


VRL + VRL + VRL = 0 
und der „Lotpunkt‘“ ist der „Hö- 
henpunkt“ H ($ 29). 

38. Den vorstehenden Satz kön- 
nen wir noch allgemeiner fassen: 

Nimmt man in den Punktreihen, 
welche auf den durch ‚die Ecken 
R, gehenden und zu einer willkür- 
lich gewählten Geraden L harmonisch 


jugierten Geraden 


') Ueber den Lotpunkt hat K. Cwojdzinski den Satz gefunden: „Fällt man 
von den Ecken eines Dreiecks auf eine Gerade Lote, 
Seiten des Dreiecks gefällten Lote in 
einem Punkte’, welchen sein Entdecker ‚Lotpunkt eines Dreiecks in Bezug auf 2 
ine Gerade‘‘ nennt, Siehe Archiv der Mathem. und Physik, II, 1, 8. 175 fi. Sr 


ihren Fusspunkten auf die zugehörigen 


Bestimmt man auf den Seiten. 


L, des Grunddreiseits die zu einem 
beliebig gewählten Punkt R harmo- 


nisch konjugierten Punkte,sogehören 


die auf den Verbindungsgeraden der 


letzteren mit R liegenden und zu 


den entsprechenden Ecken R, har- 
monisch konjugierten Punkte einer 
(Geraden an. 


Dass die zu R;, harmonisch kon- 


VR[RLR] 


einer (seraden angehören, folgt aus 
der Identität: 


VR[RLR] + VR, [RLR] | 


+ Vß [RR] = 0. 
Wird für R einer der Eckpunkte 
des Grunddreiseits gewählt, so geht 
die Identität über in 


VuR, + Vo;R, 4 VuoR = 0 


Jugierten Punkte 


und die Verbindungsgerade ist die 


aus S 29 bekannte Gerade h. 
Den vorstehenden Satz können 
wir noch allgemeiner fassen: 
Nimmt man in den Geraden- 
büscheln, welche die auf den Seiten 
L; gelegenen und zu einem willkür- 
lich gewählten Punkte k harmonisch 


80 schneid®n sich - die vou 


DET REN 
N ER At 
DIET N 


konjugierten Geraden liegen, dieje- 
nigen Punkte, denen derselbe Para- 
meter 4 entspricht (auf Eckpunkt 
und Fusspunkt von! ;L als Funda- 
mentalpunkte bezogen),|so schneiden 
sich die durch diese,Punkte gehen- 
den zu den entsprechenden Dreieck- 
seiten harmonisch konjugierten Ge- 
raden in einem Punkt. 


Die Fusspunkte der in Frage 
kommenden Ecktransversalen auf L 
sind: 

[LR;L]| 


und ein willkürlicher 
diesen Ecktransversalen: 
[LRLI— AR. 
Nun aber besteht folgende Iden- 
tität: 


Punkt auf 


Vr, ([t RL] — AR) 

+ VL, ([ERRL] — 2R,) 

+ VL, (URL) — AR,) 
= VL[LR,L] - 4 DATER 0. 


Diese Identität besteht, was auch A 
sein mag. Damit ist das Theorem 
bewiesen. 

Für 4=0 geht dasselbe in den 
Satz des $ 37 über; für 4 = 
liefert es als Schnittpunkt den 
„Höhenpunkt‘. 

39. „Bogenhalbierungs- 
punkte“. 

In diesem Paragraph übertragen 
wir die projektive Definition der 
Streckenhalbierungspunkte oder 
Streckenmitten auf die Kugel. Wir 
bezeichnen als „Halbierungspunkte“ 
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>> |des $ 37 über; 


konjugierten Punkte als Träger ha- 
ben, diejenigen Geraden, denen der- 
selbe Parameter 4 entspricht (auf 
Dreieckseite jund Verbindungsgerade 
des Trägers mit R als Fundamen- 
talstrahlen bezogen), so liegen die 
auf diesen Geraden befindlichen 
und zu den entsprechenden Ecken 
des Grunddreiecks harmonisch kon- 
jugierten Punkte in einer Geraden. 

Die Verbindungsgeraden der 
Träger der Strahlenbüschel mit R 
sind: 

[RL,R] 


und die Symbole der Büschel: 


[RLR]| — AL. 
Nun aber besteht folgende Iden- 
tität: 
VR, ({RL,R] — AL) 
+ VR, ([RGR| — AL) 
+ VR, ([RG,R] — 7L,) 
—= SVR[RLR|—ArVRL=0. 


Diese Identität besteht, was auch 
) sein mag. Damit ist das Theo- 
rem bewiesen. 

Für A=0 geht es ın aa Satz 
für A = oo liefert 
es als Verbindungsgerade die Ge- 
rade h von $ 29. 

„Winkelhalbierende‘. 


In diesem Paragraph übertragen 
wir die projektive Definition der 
Winkelhalbierungsgeraden auf die 
Kugel. Wir bezeichnen als ‚„Win- 
kelhalbierende“ diejenigen (reraden, 


oder ,„Mitten“ eines Bogens die 
nigen Punkte desselben, welche so- 
wohl in Bezug auf seine Endpunkte 
als auch in Bezug auf den absolu- 
ten Kegelschnitt harmonisch kon- 
Ju giert sind. 

Es seien die Endpunkte eines 

Bogens gegeben durch die Sym- 
bole: 
M.=xR, +8 RR + x, 
M’ Rt R+ x. 
Nun sind die Symbole der „Hal- 
bierungspunkte“: 


M M' 

2 a % ’ 
ww u ee) 
und u = yJyoßx). 


Denn das D. V. dieser beiden Punkte 
in Bezug auf M und M’ ist in 
der Tat — 1; und ebenso sind 
sie in Bezug auf den absoluten 
Kegelschnitt konjugiert, da das 
innere Produkt ihrer Symbole Null 
ist. 

Durch Spezialisierung finden wir 
jetzt unmittelbar die Symbole der 
„„Seitenmitten‘‘ des Grunddreiecks: 


R 
ee a, 
Mar 243 Ms Mı #u u 
worin wir zur Abkürzung 

Yan = M 


gesetzt haben. 

Von diesen drei Punktpaaren 
liegen je drei Punkte in einer Ge- 
raden; so die drei äusseren „Mit- 
ten“, ferner je zwei innere und eine 


äussere „Mitte“. Durch innere Mul- 
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') Als Dreieckswinkel sind stets die Aussenwinkel zu verstehen. 


welche sowohl in Bezug auf ie 5 
Schenkel des Winkels als auch in 
Bezug auf den absoluten Kegelschnitt 
harmonisch konjugiert sind. = 


Es seien die Schenkel eines 
Winkels gegeben durch die Symbole: 


L ul, + ob u, 1, 
I vb) +wWb Fwb. 
Nun sind die Symbole 2 We 
kelhalbierenden“: : > 


All 


Ben 
u W- 
vo w= Y@luu) (au) 
ud „= YA). 
Denn das D. V. dieser beiden Ge- 


raden in Bezug auf L und L’ ist 
in !der Tat —1; und ebenso sind 
sie in Bezug auf den absoluten 
Kegelschnitt konjugiert, da das 
innere Produkt ihrer Symbole Null 
ist. 


2 


Durch Spezialisierung finden wir 
jetzt unmittelbar die Symbole der. 


„ Winkelhalbierenden‘‘ des Grund- 
dreiseits: Be =: 

bb bDıib Do 
vg En va WERTEN ; iR Be ve 


worin wir zur Abkürzung 
Va 

gesetzt haben. 
Von diesen drei te 
schneiden sich je drei Gerade in 
einem Punkte; so die drei äusseren! 
„Halbierenden‘‘, ferner je zwei in- 
nere und eine äussere „Halbierende‘ 


y; 


tiplikation finden wir leicht die 
Symbole dieser Verbindungsgeraden: 


ıi= ul + wl + wb; 
hz=-wml + wl + wLl; 
= ul vl + 1; 
, = mL + wla — usl;. 


Diese vier Geraden sind, wie man 
aus ihren Koordinaten sofort sieht, 
harmonisch assoziiert. 
Im trilinearen Pol von i 
R, 19 
Rı 2 ap) E Ms 
schneiden sich die durch die innern 
„Seitenhalbierungspunkte‘‘ gehenden 
Ecktransversalen: 
U La — Mel, Ll; — ul, 
mLı — wls. 

40. „Jsotomverwandte‘“ Ge- 
raden. Fassen wir die Punktpaare, 
welche die Seiten des Grunddreiecks 
„halbieren“, als Kegelschnitte auf, 
so finden wir in Bezug auf sie für 
jede Gerade einen Pol. Ist 

p=uLbL + wb + uL; 
eine willkürliche sphärische Gerade, 
so sind ihre Pole in Bezug auf die 
„Seitenmittenpaare“: 


Us U; U; U} 
7 > R, ’ Rz ZI R,, 
W29 33 Vs © 
U) U, 
ee rg R, e 
91 gg 


Da die Summe dieser drei Symbole 
Null ist, so müssen die Punkte 
derselben Geraden angehören: 


Diese beiden Geraden nun, p und 


2 p', nennen wir „isotomverwandi‘‘ oder 


29 


Durch innere Multiplikation finden 
wir leicht die Symbole dieser Schnitt- 
punkte: 


J = RnB + vR 
di, = u hr -F-9R; 
= nmRı — nmRy; + vzR; 
| Is v,.R, = vB, — »;R. 


Diese vier Punkte sind, wie man 
aus ihren Koordinaten sofort sieht, 
harmonisch assoziiert. 

Auf der trilinearen Polare von J 


vi v2 Vz 
liegen die Fusspunkte der innern 


„Winkelhalbierenden‘‘: 


v5 BR, — Vz Ri, v;, Rz; — vi R, ) 


Yyı 12 ng Vq R, . 
„Jsogonalverwandte Punkte.“ . 
Fassen wir die Greradenpaare, 


welche die Winkel des Grunddreiecks 
„halbieren‘‘, als Kegelschnitte auf, 
so finden wir in Bezug auf sie für 
jeden Punkt eine Polare. Ist 

P=uR + x Rt xR 
ein willkürlicher Punkt der Kugel, 
so sind seine Polaren in Bezug auf 
die „Winkelhalbierendenpaare‘‘: 


X 0 TE X; 
ER Er 2a In H-Are ir] 
a ’ OR % OR ; 2 3 

Xı Xg 

EN el REREN EE 

SE Rz 


Da die Summe dieser drei Symbole 
Null ist, so schneiden sich die Po- 
laren in einem Punkte: 


Gr Q Q 
Ih + BR + m, 
1 a 


p=" 2 
X 2 


Diese beiden Punkte nun, P und 
P’, nennen wir ‚„zsogonalverwandt“ 


„Seitensymmetriegerade“‘. Zwischen 
den Koordinaten u, und v, zweier 
solcher Geraden besteht demnach 
die Beziehung 

Bien. 

Die Fusspunkte zweier „Seiten- 
symmetriegeraden“ liegen „symme- 
trisch“ zu den entsprechenden 
„Seitenmitten“. Denn die ersteren 
werden von den letzteren harmonisch 


getrennt und daher die Bogen 
L,(pp)) von den „Seitenmitten‘ 
„halbiert“. 


Wie auf der Ebene, so sind auch 
auf der Sphäre zwei „isotomver- 
wandte‘‘ Gerade harmonisch konju- 
giert in Bezug auf alle Kegelschnitte 
des (Gewebes 
F(uu) = AP, (un) + 4 % (un) 

+4, (w =, 


wo die die Gleichungen der „Sei- 
tenmittenpaare‘‘ bedeuten. Ebenso 
sind sie auch harmonisch konjugiert 
in Bezug auf alle Kegelschnitte 
der Schaar, welche die vier Gera- 
den i, I, ia, 1, zu gemeinsamen 
Tangenten hat: 
FW)=#%HıM =. 


Denn in beiden Fällen erfüllen die 
Koordinaten der „isotomverwandten‘“ 
Geraden die Bedingung: 


Fun) 0 
41. Bezüglich der „isotomver- 


wandten‘ Geraden beweisen wir 
noch folgende zwei Sätze: 
a. Gegeben eine willkürliche 
Gerade L. Auf ihr nehmen wir die 
ei mit den Ecken R, des Grund- 
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— 


oder , Winkelgegenpunkte.‘‘ 
schen den Koordinaten x; und y; 
zweier solcher Punkte besteht dem- 
nach die Beziehung: 


Kr Ir. 
Die Ecktransversalen zweier 
„Winkelgegenpunkte“ sind „symme- 


trisch“ in Bezug auf die entspre- 


chenden ‚„Winkelhalbierenden“. Denn 
die ersteren werden von den letzteren 
harmonisch getrennt und daher die 
Winkel R, (PP’) von den ‚„Winkel- 
halbierenden“,,‚halbiert“. 

Wie auf der Ebene, so sind auf 
der Sphäre zwei „isogonalverwandte‘' 


"Punkte harmonisch konjugiert in 


Bezug auf alle Kegelschnitte des 
Netzes: | 


(x) = Aıyılar) + Arye (m) 

+ Ay) = 0, 
wo die ; die Gleichungen der „Win- 
kelhalbierendenpaare“ bedeuten. 
Ebenso sind sie auch harmonisch 
konjugiert in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Büschels, das die vier 
Punkte J, Jı,. Ja, J, zu Grund- 
punkten hat: 


(os H+t4Ay = 02% 
Denn in beiden Fällen erfüllen die 


Koordinaten der ,‚‚Winkelgegen- 
punkte‘ die Bedingung: 
Bee 


Bezüglich der „isogonalverwand- 
ten“ Punkte beweisen wir 
folgende zwei Sätze: 
ein 
Durch ihn ziehen 


a. (Gegeben 
Punkt R. 


Zwi- 


noch‘. = 


willkürlicher 
wir 
die drei mit den Seiten L, des 


* dreiecks harmonisch 


al 


koniugierten | Grunddreiseits 


harmonisch konju- 


Punkte VR, L und verbinden jeden | gierten Geraden VLR und bringen 


derselben mit der entsprechenden 
Ecke R,. Dann bilden diese drei 
Ecktransversalen IR;R, L| ein neues 
Dreiseit, dessen Ecken mit den Fuss- 
punkten ara der zu L gehören- 
den „Seitensymmetriegeraden‘‘ L’ 
harmonisch konjugiert sind. 

b. Zur Geraden L ziehen wir 
die drei mit ihr harmonisch kon- 
jugierten Ecktransversalen VL R; 
und zu jeder derselben nochmals 
die entsprechende harmonisch konju- 
gierte Scheitelgerade |R;LR,|. Dann 
bilden die letztern ein neues Dreiseit, 
dessen Ecken mit den Fusspunkten 
VL;L’ der „Seitensymmetriegera- 
den“ L’ harmonisch konjugiert sind. 


Beweis zu a und b. 
Die äusseren Produkte 


[BxR.L RR, L] oder 


VRDR- 0, DNRTR- o;L) 
stellen die Ecken der neuen Dreiseite 
dar. Weil die innern Produkte die- 
ser Ausdrücke mit den Schnittpunk- 
ten VrLT Null werden, so sind 
diese mit den Ecken harmonisch 
konjugiert: 


VIRL.R, — @3L) (RzL.R,— 0,0) VL,’ 
= L,L (© RL. Rz, L‘ nn ver (99 RB; L; R, Be; 


nun aber ist 


@g Ra L.R,L’ — wyR,L.R,L' | 


| 


jede derselben mit der entsprechenden 
Seite L;zum Schnitt. Dann bilden diese 
drei Fusspunkte [LL, R| ein neues 
Dreieck, dessen Seiten mit den Eck- 
transversalen VR;R’ des zu R ge- 


/ 


hörenden „Winkelgegenpunktes‘‘ R 
harmonisch konjugiert sind. 


b, Zum Punkt R bestimmen wir 
diedreimitihm harmonisch konjugier- 


ten Punkte VR L; der Dreieckseiten 
und zu jedem derselben nochmals 
den auf der entsprechenden Seite 
liegenden harmonisch konjugierten 
Punkt [L,RL,|. Dann bilden die 
letzterenein neues Dreieck, dessen 
Seiten mit den Scheitelgeraden V R;R’ 
des „Winkelgegenpunktes‘‘ R’ har- 
monisch konjugiert sind. 

Beweis zu a und b. 

Die äusseren Produkte 


[uL,R LL R]| oder 


VILR.L.— QuR) (UR.L,— Q,R) 


stellen die Seiten der neuen Drei- 
ecke dar. Weil die innern Produkte 
dieser Ausdrücke mit den Ecktrans- 
versalen VR,R’ Null werden, ‚so sind 


diese mit den: Seiten harmonisch 
konjugiert: 


ViuR. L, — ,R) (I;R. 1, — QyR) VRR’ 
Pl R, R (25, I,R . L, R' EX DER % L;R'), 


nun aber ist 


DSL SERSC EG ER TER. 


42. „Jsotome“ und „‚‚rezi- 


proke‘“ Punkte. 


Ist 

Peg ro eo mR 
ein willkürlicher Punkt der Kugel, 
so sind die Fusspunkte seiner KEck- 
transversalen: 


R, + üıR. 
Nun liegt auf jeder Dreieckseite 
ein Punktquadrupel, bestehend aus 
den beiden Eckpunkten, einer der 
„Seitenmitten‘‘ und dem Fusspunkt 
P,, mit dem D.Y.: 
(R,RıM.P;) == (R,RIMy): (R«R,P;) 
Ux, se A 
TER ZI A a 
Soll nun das D. V. den reziproken 
Wert annehmen, so muss der Punkt 
P; ersetzt werden durch den Punkt 
R, R, 
Ok Ak X 
Offenbar sind die P, die Fusspunkte 
der Ecktransversalen, welche sich 
in einem Punkte 
R, 
911 Xı 004g X 
Die Punkte P;, und P; 
nennen wir ‚‚sotom‘“‘ und die beiden 
Punkte P und P’ ‚‚reziprok“.!) 
Zwischen zwei „reziproken‘‘ Punk- 
ten x; und y; besteht daher die 
Beziehung 


Pr =x 


PR. —= 


BR R; 


999 Xg 


Ries 


schneiden. 


a 


a Ji a5 ©: 
ii 


Das D. V. der Be Punkt- 


Traite de Geometrie, I, 


3a S 


schen zwei ‚„inversen“ Geraden u; 


. 458 und 455. Paris 1900, VI. ed, 


'„Jsogonale‘“ und „‚inverse‘ 


Geraden, 
Ist | 3> 
pub + u = Ug IL; | 
eine willkürliche sphärische Gerade, 
so sind die Ecktransversalen ihrer 
Fusspunkte: 
pb=ulk + Uub. En 

Nun trägt jede Ecke des Grund- 
dreiseits ein Geradenquadrupel, be- 
Stehend aus den Dreieckseiten, einer 
der „Winkelhalbierenden“ und der 
Ecktransversalen p;,, mit dem D. V.: 


(LI map) = (alama) : rbapı) = 


» Ur 
Soll nun das D. V. den reziproken 
Wert annehmen, so muss der Strahl 
p; ersetzt werden durch die Gerade 
Ä I = 
Or er 
Offenbar sind die p, die Ecktrans- 
versalen, deren Fusspunkte auf der 
Geraden a a 
Be I 


Pi 


tig 
liegen. Die Geraden p; und p;' nen- 
nen wir „isogonal‘‘ und die beiden 
Geraden p und p. „invers‘‘.!) Zwi- 


und v;, besteht die Beziehung 


4 
&: SER 
Das D. V. der ER Ge 


u,Y; 


die innere „Seitenmitte‘‘ mit der 
äusseren vertauscht wird. Es liegt 
demnach eine Involution vor, von 
welcher die beiden ‚‚Seitenmitten“ 
die Doppelpunkte sind. Bestimmt 
wird diese Involution durch die 
Eekpunkte und die Schnittpunkte 
der Dreieckseite mit dem absoluten 
Kegelschnift. Je zwei „.isotome“ 
Punkte sind ein homologes Punkt- 
paar dieser Involution; denn sie 
bilden mit den ‚„Seitenmitten‘“ stets 
ein harmonisches D. V., wie aus den 
Symbolen dieser Punkte leicht zu 
ersehen ist. 

43. „Baryzentrum“. In $ 39 
haben wir als Schnittpunkt der zu 
den innern „Seitenmitten“ gehören- 
den Ecktransversalen nn 


.; 4 no 


Wenn wir die genannten Ecktransversalen als ‚„Medianen“ 


39 


die innere „Winkelhalbierende‘“ mit 
der äusseren vertauscht wird. Es 
liegt demnach eine Involution vor, 
von welcher die beiden ‚Winkelhal- 
bierenden‘‘ die Doppelstrahlen sind. 
Bestimmt wird diese Involution 
durch die zusammenstossenden Drei- 
eckseiten und die absoluten Tan- 
genten. Je zwei „isogonale“ Gerade 
sind ein homologes Strahlenpaar 
dieser Involution; denn sie bilden 
mit den „Winkelhalbierenden‘‘ stets 
ein harmonisches D. V., wie aus 
den Symbolen dieser Strahlen leicht 
zu ersehen ist. 

In $ 39 haben wir als Ver- 
bindungsgerade der Fusspunkte der 
innern „Winkelhalbierenden‘ ge- 
funden: 


+, ne 


und 


ihren Schnittpunkt G als ‚Schwerpunkt‘ des Grundireiecks bezeichnen, 
so ist dies bereits eine Verallgemeinerung dieser Begriffe, da die Koor- 
dinaten von & ganz von der Wahl des absoluten Kegelschnitts abhängen. 
Den wahren Schwerpunkt bekommen wir als Spezialfall, wenn nämlich 
die zyklische Kurve als absoluter Kegelschnitt gewählt wird. 


Entsprechend . können wir die 
trilineare Polare von G@ 

i= uL + wb + wL; 
als sphärisches Pendant der unend- 
lich fernen Geraden der Ebene auf- 
fassen und ihr den Namen ‚„abso- 
lute Gerade“ geben. Später soll 
indes gezeigt werden, dass sich eine 
noch weitergehende Verallgemeiner- 
ung dieser Gebilde einführen lässt. 

Wird die Gerade i (,) als ab- 
 solute Gerade aufgefasst, so steht 


der 


Der trilineare Pol der Geraden 
g ist 

J=»R — nR + »R 
Da dieser Punkt (Schnittpunkt der 
äusseren „Winkelhabierenden‘‘) das 


der Geraden i (4,) dual entsprechende 


Gebilde ist, so können wir ihm den 


Namen „absoluter Punkt“ geben 
und ihn auch die der absoluten 
Geraden dual entsprechende Rolle 
spielen lassen. Dadurch wird auch 
Begriff des „Parallelismus“ 


5 


Sk: 


nichts mehr im Wege, auch auf 
der Kugel von „Parallelismus‘‘ und 
den davon abgeleiteten Begriffen zu 
sprechen. 


und Geraden. 


Die inneren „Mitten‘‘ bilden ein 


Dreieck, das mit dem Grunddreieck 
perspektivisch ist, mit dem „Schwer- 
punkt“ G als Zentrum und der 
absoluten Geraden als Achse der 
Kollineation. 


Es ist aber eine Kollineation bestimmt, 
(resp. Geraden) des ersten Systems vier Punkte (resp. Gerade) des zweiten 
Systems entsprechen lassen. 


Einem Punkt des ersten Systems 


P=xR, + sR + xR 
entspricht dann im zweiten. System 


ein Punkt 
wo zwischen den Koordinaten x; und 
x; eine Beziehung besteht von der 


Form (I): 


Wir haben nun im ersten System , Wir wählen nun im ersten Se 


die Punkte: 
R, (1,0,0), R, (0,1,0), R, (0,0,1) }) 


) 


und als ihnen entsprechende Punkte |und als ihnen entsprechende Gerade 


des zweiten Systems: 
4 (9), % (25 0 
Ma. Hs Ka 
G; 2,,0), (--)- 
I 


YMı Ma 
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44. „Komplementäre“ und „antikomplementäre“ Punkte 


=) 2 (* 


dualistisch erweitert. 


Dieinneren „Winkelhalbierenden‘ 
bilden ein Dreiseit, das mit dem 
G@runddreiseit perspektivisch ist, mit 
der Geraden g als Achse und dem 
absoluten Punkt als Zentrum der, 
' Kollineation. 


wenn wir vier Punkten 


Einer Geraden des ersten Systems 


p= ul + wi +4 uL; 
entspricht im zweiten System eine 
Gerade 


v=ulL. + EB 23738 
wo zwischen den Koordinaten u, und 
u, eine Beziehung besteht von dr 
Form AD: 


5 Geraden: 
Lı (1,0,0), 2; 40.1,05 L, (0,0,1) 


ae 
des zweiten a 
ln Be re 


ten b Koeffizienten bestimmen, und 
wir finden, dass den 


by baı b;ı 
bi2 ba) ba 
bi; ba; ba; 
die Werte | 
rw 
ag! Mı 
ia Eu 
Peg Ma 
Kı a 0 
M3 M3 
entsprechen. 


Wird nun der Punkt P (x,) als 
zum ersten System gehörend aufge- 
fasst, so entspricht ihm im zweiten 
System der. Punkt 

p’ — MoXa BE Kan, 
Kata 
Up + Kakı Yıkı 
“ R, 
“ 42 7 


2 Makg R, 
Ms 

Wird aber P (x,) als’ zum zweiten 
System gehörend betrachtet, so ent- 
spricht ihm im ersten System 
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ten B Koeffizienten bestimmen, und 
wir finden, dass den 


Bıı B;ı Baı 
B. Da Ba 
B,; B;; B;; 
die Werte 
V Yv 
0) rn ne 
v 3 
y y 
1 0 Ri 
Vg 4) 
#7 v5 0 
Yz Ya 
entsprechen. 


Wird nun die Gerade p (u,) als 
zum ersten System gehörend aufge- 
fasst, so entspricht ihr im zweiten 
System die Gerade 


RER, Yallg + Yalsr 
P a i 


1 


— Vals = Yılı Dr Yılı “ Yola 10 
2 '3 


Wird aber p(u,) als zum zweiten 
System gehörend betrachtet, so ent- 
spricht ihr im ersten System 


me Kıkı 4 HaXa + N +9 + vs üsr 
er. 1 p m — 75 FE RE a | 
Kı r 
= MıXkı — MUoXa -- Us X3 R = run eballg + Vz Ua 1% 
2 2 
3 v2 
au HıXkı 4 MaXa — Malz R 1 MU Poly — Yallz Tı 
u; 3 a: 3- 


WirnennennunP’ ,Komplement- 
punkt“ von P, und P” „Antikom- 
plementpunkt‘“ von P. Da der Zu- 
sammenhang zwischen x, und x; 
linear ist, so wird, wenn x; eine Ge- 
rade u, durchläuft, auch x; eine 
entsprechende Gerade u, durchlaufen, 
Bewegt sich demnach der Punkt x; 

des ersten Systems auf einer durch 


Da der Zusammenhang zwischen 
u, und u; linear ist, so wird, wenn 
u, sich um einen Punkt x, dreht, 
auch u, sich um einen entsprechen- 
den Punkt x;” drehen. Durchläuft 
demnach die Gerade u, des ersten 
Systems das durch zwei Gerade v, 
und w;, bestimmte Strahlenbüschel, 
so dreht sich die entsprechende 


A 


zwei Punkte y;z; bestimmten Gera- 
den, so durchläuft sein „Komple- 
mentpunkt“ x; die Verbindungsge- 
rade von y; und z,. Ist also 
I Feie Bar Ne 
vi y en HT. 
Hieraus ergibt sich für die Koordi- 
naten der „Komplementgeraden“ 
die Beziehung z 


AU a Bun +8): (2 
Ya Be 41 


Mas ; 
Kal: - / 
Ko a ne, :(& 5 
Vo Vz vı vg Vz vı 


Wird aber die Gerade u; als 
zum zweiten System gehörend an- 
gesehen, so finden wir für die Koor- 
dinaten ihrer „Antikomplementge- 
raden‘ u; die Beziehung: 


2): [ERSNee 


45. Zwei entsprechende a 
P und P’, ebenso P und P’, liegen 
auf einer durch das Zentrum der 
Kollineation gehenden Geraden. Denn 
es sind die innern Produkte 


GVpp =0, GVpr'=0. 


Und zwei homologe Gerade p und p’, 
sowie p und p’, schneiden sich auf 
der absolusen Geraden i (w), weil 
wieder die innern Produkte Null 


sind: 
iVpp’ 


iVpp = 0, 


Der Definition des „Parallelis- 
mus‘ zufolge sind je zwei homologe 
Gerade p und p’, p und p”, als 
„parallel‘“ zu betrachten. 
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— 


Gerade u,’ 
Geraden v; und w; 


um den Schnittpunkt 21 
18% also 4 


ve > a % 


X Free 
30: 186.85 


== — 1 We. 


Hieraus ergibt sich für die Koor- 
dinaten des Punktes x; die Ben. > 


nn (iiy; 
+2): (i 
7 ee 
vg 5 (. + 
Wird aber der Punkt x; als en, 
zum zweiten System gehörend an- 
gesehen, so finden wir für die 
Koordinaten des entsprechenden 
Punktes x;” u Beziehung: | 


” 2 


x .Xa a 


u 


BA 

a ee 
).(2 Pix ) ; (+ 

Zwei entsprechende Gerade N 

und p’, ebenso p und p’, schneiden 


sich auf der Kollineationsachse. 
Denn es sind die innern Produkte 


sVppr =0, gVor 
Und zwei homologe Punkte P und P’ 
sowie P und P’ ‚liegen auf einer Ge- 
raden, welche dur den absoluten 
Punkt J(»,) geht, weil wieder die 
innern Produkte Null sind: 


IVpr —o,.. JVrp 


Da G auf der Geraden (PP’) 
liegt, so ist @ auch 
P— ıP'. 
Der Parameter 4 lässt sich leicht 
bestimmen, wenn man bedenkt, dass 
das innere Produkt von @ mit einer 


der ‚Medianen“ Null sein muss. 
So findet man A = — 1. Und 
ähnlich ergibt sich für den Para- 


meter, der zum Schnittpunkt P, der 
Geraden (PP’) mit der absoluten 
Geraden gehört, A, = 5. Folglich 
ist das D. V.: 


(ER GB), — — 2, 
also konstant. Ferner ist 
P’=P"+P, und ,=P"—P. 
Folglich ist das D. V.: 
tBEPEP-R Sk 


D. h. P und P” werden durch P’ 
und P, harmonisch getrennt; P’ 
„halbiert“ den von einem Punkte 
P unddessen,‚Antikomplementpunkt‘“ 
P’ begrenzten Bogen. Denn P’ und 
P, sind auch in Bezug auf den ab- 
soluten Kegelschnitt harmonisch 
konjugiert. 

46. „Komplementisotome“ 
Verwandtschaft, 


Nun lässt sich auch die „kom- 
plementisotome‘“ Verwandtschaft, die 
man durch Verbindung der in $$ 40 
und 42 behandelten quadratischen 
Transformation mit der linearen des 
S 44 erhält, auf die Kugel aus- 
dehnen. 

Genügen die auf das „Mitten‘“- 


 dreieck G, bezogenen Koordinaten | der 
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Da g durch den Schnittpunkt 
(pp’) geht, so ist g auch 
Mh D, 
Der Parameter A lässt sich leicht 
bestimmen, wenn man bedenkt, dass 
das innere Produkt von g mit ei- 


nem der Fusspunkte der innern 
„Winkelhalbierenden“ Null sein 
muss. Daher = — 1. Undähnlich 


ergibt sich für den Parameter, der 
zur » Verbindungsgeraden p, des 
Punktes (pp’) mit dem absoluten 
Punkt gehört, 4, — —-. Folglich ist 
das D.V.: 


(ppgp) = 2; 
also konstant. Ferner ist 


pp pandne—n 
Folglich ist das D. V.: 


prPpp)—= —1. 
D. h. p und p” werden durch p 
und p, harmonisch getrennt; p’ 
„halbiert“ den von einer Geraden 
p und der entsprechenden Geraden 
p” gebildeten Winkel. Denn p’ und 
p, sind auch in Bezug auf den ab- 
soluten Kegelschnitt harmonisch 
konjugiert. 

„Komplementisogonale“ Ver- 
wandtschaft. 

Nun lässt sich auch die ‚„kom- 
plementisogonale“ Verwandtschaft, 
die-man durch Verbindung der in 
$S 40 und 42 behandelten quadra- 
tischen Transformation mit der li- 
nearen des $ 44 erhält, auf die 
Kugel ausdehnen. 

 Genügen die auf das Dreiseit 
innern ,„Winkelhalbierenden‘ 


a 


’ 


y; eines Punktes der Bedingung: 


1 


mer, 9 


. Oi 


so nennen wir diesen Punkt den 
mit x; „komplementisotom‘‘ verwand- 
ten Punkt. Ersetzen wir in vorstehen- 
der Bedingung die Koordinaten y;’ 
durch diein S44 gefundenen Werte 
in Bezug auf das Grunddreieck: 


my —- uy Yxyx + WYı; 


so finden wir, dass in Bezug auf 
das Grunddreieck zwischen den 
Koordinaten zweier „komplementiso- 
tomen‘“ Punktedie Beziehung besteht: 


Yir- X (U + MR). 
Die Gerade, deren auf das „Mit- 
tendreieck‘‘ G; bezogenen Koordina- 
ten v; der Bedingung genügen: 


4 


UV; = @;, 

nennen wir die mit der Geraden 
U „komplementisotom‘‘ verwandte 
Grade. Ersetzen wir in dieser Be- 
dingung die Koordinaten v; wieder 
durch die in $ 44 gefundenen 
Koordinatenwerte in Bezug auf das 
Grunddreieck : 


2 V V 
an de 
En x 1 


so finden wir, dass in Bezug auf 
das Grunddreieck zwischen den 
Koordinaten zweier „komplementiso- 
tomen‘‘ Geraden die Beziehung gilt: 


eh RES ER 
ne ( Ui TE ): 


w; bezogenen Koordinaten v;' einer 


Geraden der Bedingung: 
Vet 
2 Ai 


so nennen wir diese Gerade die mit 
U; „komplementisogonal‘““ verwandte 


’ 
u; V; 


Gerade. Ersetzen wir in vorstehen- 
der Bedingung die Koordinaten v;‘ 
durch die in $ 44 gefundenen Werte 


in Bezug auf das Grunddreiseit: 


‚nn =— yG Ak mu 
so finden wir, dass in Bezug auf das 
Grunddreiseit zwischen den Koordi- 
naten zweier „komplementisogona- 
len“ Geraden die Beziehung besteht: 


Y% U; (9% U + Yu). 


Der Punkt, dessen auf das ,,‚Win- 
kelhalbiererdreiseit‘‘“ w; bezogenen 
Koordinaten y; der Bedingung ge- 
nügen: 

sy = 
nennen wir den mit dem Punkt x; 
„komplementisogonal“‘ 
Punkt. Ersetzen wir in dieser Be- 
dingung die Koordinaten y;' wieder 
durch in $ 44 gefundenen Werte in 
Bezug auf das Grunddreiseit: 


2yı 


y; 


ee Sn 
eu 


so finden wir, dass in Bezug auf 
zwischen den 


das Grunddreiseit 
Koordinaten zweier „komplementiso- 


gonaler‘ Punkte die Beziehung gilt: 


verwandten - 


NEE Te ji Habe 


47. „Punkt und Gerade von 


 Lemoine‘, 


Definieren wir die zu den inneren 
„Medianen‘‘ „isogonalen‘“ Geraden: 
Ix Ri, 

Urldx Er a Qıı 
als „Symmedianen‘“, so haben wir 
folglich den Schnittpunkt derselben 
als „Punkt von Lemoine“ zu be- 

zeichnen: 
KzwgıRı + WwAnR, + USB; 
K ist in der Tat mit dem „Schwer- 
[73 1 
punkt“ g ( En 
wandt. Die trilineare Polare von K 


) „isogonal“ ver- 


L, L, L, 
ae: Sun Ha&dos My By 
ist demnach die „Gerade von Le- 
moine‘‘. Sie ist die ‚„inverse‘‘ Gerade 
der absoluten Geraden i (1). ($ 42). 

Die äusseren ‚„Symmedianen‘ 


k= 


L, 6 L, 

Ur Dyx x Kı Qı 
schneiden sich offenbar nichtin einem 
Punkte, wohl aber die erste innere, 
die zweite und dritte äussere „Sym- 
mediane‘‘, ebenso die zweite innere, 
die dritte und erste äussere, endlich 
die dritte innere, die erste und 


zweite äussere „Symmediane‘“, und 


zwar in den Punkten 


Se MQuR; 4 AR: + u R.. 
Dies sind die mit K harmonisch 
assoziierten Punkte; sie sind die 
„Winkelgegenpunkte‘“ der mit dem 


„Schwerpunkt“ G harmonisch asso- 


ziierten Punkte. 


EEE 


Die zu den Fusspunkten derinneren 
„Bissectrices‘‘ ‚isotomen“ Punkte: 
EA ER 
Yx Oxk Yı @1 

liegen auf einer Geraden: 


k nd YV19] I, = YoWgg La - LEER L.. 


1 


vi 


k’ ist mit der Geraden g ( 


„isotom‘ verwandt. 
Pol von K’ ist 
R, R, R, 

v0 v2 02 Vz O5 
dies ist der „reziproke“ Punkt des 
absoluten Punktes J (v,.) (842). 

Die zu den Fusspunkten der äusse- 
ren „Winkelhalbierenden‘‘ ‚isoto- 
men‘ Punkte 

Yx Oxk Y| @] 

liegen offenbar nicht in einer Gera- 
den, wohl aber die „isotomen“ 
Punkte, die zum Fusspunkt der 
ersten innern „Bissectrix‘‘, der zwei- 
ten und dritten äusseren, dann der 
zweiten innern, der dritten und er- 
sten äusseren, endlich der dritten 
innern, der ersten und und zweiten 
äussern „Bissectrix‘‘ gehören, und 
zwar liegen sie auf den Geraden 
— v9 u + %RoOalx + P@nLlı. 

Dies sind die mit k’ harmonisch 
assoziierten Geraden; dieselben sind 
die ,Seitensymmetriegeraden‘‘ der 
mit der Geraden g harmonisch asso- 
ziierten Geraden. 


Der trilineare 


I 


48. „Umkreiszentrum‘“. 


(8 43) 

= ka)RıT 2 luo)Re+ 8 (us)Bs 
definieren wir als ‚Zentrum‘‘ des 
„Umkreises“ des Grunddreiecks. ES 
ist der Schnittpunkt der durch die 
innern „Seitenmitten‘“ G; ($ 39) ') 
gezogenen und mit den betreffenden 
Dreieckseiten harmonisch konjugier- 


ten Geraden VGL. Denn die ab- 


soluten Pole dieser letztern sind die 
entsprechenden äusseren „Seitenmit- 
ten“, und diese liegen in der abso- 
luten Geraden i(w). Durchläuft 
aber ein Punkt eine Gerade, so 
dreht sich die zugehörige Polare 
um den Pol der vom Punkt durch- 
laufenen Geraden. 

Von selbst ergeben sich nun auch 
die „Umbkreiszentren“ der dem 
Grunddreieck anliegenden Dreiecke 
—R,R,Rı: 

0; Sog 2(m)Rı -r- (u) R, 
+ (u) Rı. 

Hieraus sehen wir unmittelbar, dass 

die drei „Zentren“ O, mit O har- 
monisch assoziiert sind. 


Wird ein absolutes Polardreieck 
als Koordinatendreieck gewählt, so 
werden die Koeffizienten 2, = 0, 
und das „Umkreiszentrum‘‘ bekommt 
das Symbol 


KR, — MySoRo + UgsR;; 
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„Inkreiszentrum‘“, 


Den absoluten Pol der Geraden i() | Den Punkt J(»,) ($ 43), dessen ab- 3 © : 


solute Polare ist: 


ov=o(b)L,Lteh)i;twelrm)L . 
definieren wir als ‚„Zentrum‘“ des 
„Inkreises‘‘ des Grunddreiseits. Die 
GeradeoistdieVerbindungsgeradeder 
auf den innern „Winkelhalbierenden“ 
w; (839) ) liegenden und mit den 
betreffenden Ecken harmonisch kon- 
jugierten Punkte VwR. Denn die 
absoluten Polaren dieser letzteren 
sind die entsprechenden äusseren 
„Winkelhalbierenden‘, und diese 
schneiden sich in dem absoluten 
Punkte J (v,). Dreht sich aber eine 
(Gerade um einen Punkt, so durch- 
läuftder zugehörigePoldiePolaredes 
Punktes, um densich die Geradedreht. 

Von selbst ergeben sich nun 
auch die ‚Inkreiszentren‘‘ der dem 
Grunddreiseit anliegenden Dreiseite 
— LL,.L: 

_— 0 (v;) re: (9x) Lx 

+ 0’) Lı. 

Hieraus sehen wir unmittelbar, dass 
die durch die „Ankreiszentren“ cha- 
rakterisierten Geraden o; mit o har- 
monisch assoziiert sind. 

Wird ein absolutes Polardreiseit 
als Koordinatendreiseit gewählt, so 
werden die Koeffizienten &. = (0, 
und die das „Inkreiszentrum“ ver- 
tretendeGeradebekommtdasSymbol: 


Yı@yLı + L2XOP DS Ei V03;1;; 


0; 


es fällt also mit dem „Punkt K sie fällt also mit der Geraden k’ 


von Lemoine“ (8 47) zusammen. 


und dazu dual -W; 


| ($ 47) zusammen. 


Bay Er 
Krar 
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49. Besteht auf der Sphäre auch die „Gerade von Euler“, d. h. 
liegen ‚Schwerpunkt‘ G, „Höhenpunkt“ H und ‚„Umkreiszentrum‘‘ O 
e in einer Geraden? Im allgemeinen nicht, denn die Determinante der 
Koordinaten dieser Punkte ist von Null verschieden. Dieselbe wird Null 
im Spezialfalle, wo 


Ha Ms Ay — Ms tu Ya = lea ist. 


Auch ist im allgemeinen die „Gerade von Lemoine‘“ k Yemi ©) mit 
m 


der Geraden 


| OK == (1.222 (u) ER 100’ (1)) L, 20 (1,95 2’ (u) er m 2’ ()) L, + (. 5 .) L, 


auf der Sphäre nicht harmonisch konjugiert, weil das innere Produkt 
der beiden Geraden nicht Null wird. 


50. „Zyklische Geraden“. Sei 


PX) = Mt + Yan + YaR 
+ 20uXıX + 2 95 %X; 
+ 2 Ya 6 Xı = 0 

ein willkürlicher reeller sphärischer 

Kegelschnitt. Als „zyklische‘‘ Gera- 

den desselben definieren wir die 

Verbindungsgeraden. der vier Grund- 

punkte des Kegelschnittbüschels: 


ol) — Ama) =. 
Wir erhalten demnach drei Paare 
„zyklischer‘‘ Geraden, wenn die vor- 
stehende Gleichung in zwei lineare 
Faktoren zerfällt. Hiefür muss offen- 
bar 4 so gewählt werden, dass die 
Diskriminante Null wird: 


Pu AD Pad Pi —A0ız 
Pa —/01 Pa — wg Pos —AW0og 
Ps — 10 Pa — Amy Pr — AD 
et: 
Da diese Gleichung in Bezug auf 
Avom dritten Grad ist, so sind die 
drei Paare ‚‚zyklischer‘‘ @eraden des 
Kegelschnittes % (xx) entweder alle 
reell, oder es ist nur ein Paar reell 


„Brennpunkte.“ Sei 


?(u) = yW + YaW+ Yauz 
+ 2 yoUıUg + 2 Ya Upll; 
+ 2yyUUu, —= 0 
die Klassengleichung des willkürli- 
chen reellen sphärischen Kegelschnit- 
tes p(xx) = 0. Dann definieren wir 
als ‚Brennpunkte‘ desselben die 
Schnittpunkte der vier Fundamen- 
taltangenten der Kegelschnittschaar: 
? (un) — A2 (wm) = 
Wir erhalten demnach drei „Brenn- 
punktpaare‘, wenn die vorstehende 
Gleichung in zwei lineare Faktoren 
zerfällt. Hiefür muss offenbar A so 
gewählt werden, dass die Diskrimi- 
nante Null wird: 
Ya—iRı Yya—Ad, ya Ad; | 
Ya Yan Yya— Ad 
Ya—ıB; wa id Ya — Ad, 
=(. 
Da diese Gleichung in Bezug auf A 
vom dritten Grad ist, so sind die 
drei „Brennpunktpaare‘‘ des Kegel- 
schnitts 7(uu) entweder alle reell, 
oder es ist nur ein Paar reell und 
6 


Pı 


und die beiden anderen sind imaginär. 
Und zwar wird das erstere der Fall 
sein, wenn nicht bloss @ (xx), sondern 
auch der absolute Ordnungskegel- 
schnitt (xx) reell ist; das letztere 
hingegen, wenn w(xx) imaginär ist. 

Die obige Bedingungsgleichung 
wird vereinfacht, wenn P(xx) und 
@(xx) durch eine Koordinatentrans- 
formation auf das absolute Polar- 
dreieck bezogen werden. Denn dann 
verschwinden in den Gleichungen 
die Glieder mit den Produkten der 
Variabeln, und wir bekommen für 
p(xX) und o (xx): 


MR) = Ari + Yu 
Fr Pr. X3 —= (0 

(X) = wu + wg X 
+ 03% — (0. 


Da 9, (xx) reell sein soll, so muss ein 
Koeffizient negativ sein, etwa 9, . 

Nun wird die Diskriminante, in 
der wir statt © und @’ wieder 
p und & schreiben wollen: 


ld 0 0 
0 Pa — Mg 0 
0 0 — (93+405;) 
— U) 

oder 
K 19,1) (Pa — es (93 + 105) 
Den drei Wurzeln 

Re 

91 02 53 


entsprechen nun die ‚zyklischen“ 
Geradenpaare: 
(Pa@wı — Pu®a) X 
— (Pg®ı T Pu®g) 5 — 0 
. (Ye + 920) X 
— (Pn®@2 — Pa@) x =) 


(die beiden anderen sind imaginär 


— 9908 (fu 33 a 933 on) us 


Und zwar wird das erstere der Fall 
sein, wenn nicht bloss Y(uu), son- 
dern auch der absolute Klassenkegel- 
schnitt @(uu) reell ist; das 
hingegen, wenn @ (uu)i imaginär ist. 

Die obige Bedingungsgleichung 
wird vereinfacht, wenn 9 (xx) und 
(xx) durch eine Koordinatentrans- 
formation auf das absolute Polar- 
dreieck bezogen werden. Denn dann 
gehen die Klassengleichungen dieser 
Kegelschnitte über in: 


Y’, uw) = 9% 9 WH 9 Fu u N 
+ Pu Por gw— 0 = : 
2, (u) = 0% [04 is: Du KT 
+ 01 @9 1 — (0. 


Nun wird die Diskriminante, in 
der wir statt 9° und w’ wieder 
o und & schreiben wollen: 
PP m 0 Be 0 
0 PP Aw | 
0 0° — (PP + A110 
Ri, 
oder 

(PP — A003) (PP — W;3 on) = 
(Pupa + 101102) — 0. 

Den drei Wurzeln 
P22 F33 P33 Pıı 
OPPIIER: 0350911 
entsprechen nun die „Brennpunkt-. 
paare“: 


a 2 
Pa; O5 (Pr 09 — P9W1) Up 


91®1 (92 Ws3 ar Pas 302) us : 
— 9503 (Paz Bu ” Pu ä 


u 


Pı®s — P3@ı) X 
= (Pag Os3 + Paz a9) 2. N 


Wie man aus diesen Gleichungen 
sieht, geht das erste Paar der ‚‚zyk- 
lischen“ Geraden durch den ersten 
Eckpunkt, u. s. w. Diese Geraden 
sind allen Kegelschnitten des Bü- 
schels 


ui + Pal — P5% 
—A (oıX + 09% + 0,%) = 0 
gemeinsam, aus welchem wir für 
A = 0 unsern reellen Kegelschnitt 


p (xx), resp. 7 (uu), bekommen. 
Wird ferner 


Pu —_ Pa 


so fallen die Geraden des ersten 
und zweiten Paares zusammen, und 
zwar mit der dritten Seite des ab- 
soluten Polardreiecks. Ist 
VERBRANNT 
V29 W33 
so fallen die Geraden des zweiten 
und dritten Paares mit der ersten 
Seite zusammen. Und ist endlich 


Das, >01 
ERTL AT EL 
O33 ©911 


so vereinigen sich die Geraden des 
dritten und ersten Paares mit der 
zweiten Seite. Hieraus folgt, dass 
das Zusammenfallen der Geraden 
eines Paares stets die Gleichheit 
zweier A Werte voraussetzt, und 
dass nie die Geraden bloss eines 
einzigen Paares sich vereinigen, 
sondern dann immer noch dazu die- 


_ jenigen eines zweiten Paares. 


903 (Paz @1-+ Yın®z) U 
+ non (3309 -{- 9203) U5 =. 
Wie man aus diesen Gleichungen 
sieht, liegt das erste „Brennpunkt- 
paar‘ aufder ersten Seite des absolu- 
ten Polardreiseits, das zweite auf 
der zweiten Seite, u. s. w. Diese 
„Brennpunkte“ sind allen Kurven 
der Schaar 
929055 + 93911 u; — 910g U — 
090; U ©; 0115 OO) 0 
gemeinsam, aus der wir für A— 0 
unsern reellen Kegelschnitt 7 (uu), 
resp. p(xx), bekommen. 
Wird ferner 

Mu a 2 

© 27) 
so fallen die Punkte des ersten und 
zweiten Paares zusammen, und zwar 
mit dem dritten Eckpunkt des ab- 
soluten Polardreiseits. Ist 


Pu _ _ Pu 


ee U 


14077) (33 


so fallen die Punkte des zweiten 
und dritten Paares mit dem ersten 
Eckpunkt zusammen. Und ist endlich 


__ Pa _ Pu 


so vereinigen sich die Punkte des 
dritten und ersten Paares im zwei- 
ten Eckpunkt. Hieraus folgt, dass 
das Zusammenfallen der Punkte 
eines Paares stets die Gleichheit 
zweier A Werte voraussetzt, und 
dass nie die „Brennpunkte‘‘ bloss 
eines einzigen Paares sich vereinigen, 
sondern dann immer auch noch die- 
jenigen eines zweiten Paares. 


Im Spezialfalle, wo als absoluter 
Kegelschnitt die zyklische Kurve 


u ne © 
gewählt wird, ergeben sich aus 
den obigen Gleichungen die gewöhn- 
lichen zyklischen Geraden. Dann 
kann nur die Gleichung eines ein- 
zigen Paares in lineare Faktoren 
mit reellen Koeffizienten zerlegt 
werden. Es gibt also in diesem 
Falle nur zwei reelle zyklische Ge- 
raden, die andern vier sind imaginär. 

51. Umkegelschnitte, ‚Um- 
kreise‘“. 

In S 40 haben wir ir allge- 
meinen Symbole der ‚„Seitensymme- 
triegeraden‘“ gefunden. Aus den 
Symbolen ergeben sich unmittelbar 
die Gleichungen derselben: 


p = Uuh + Wu 4 4% = 0 
0) @; © 
p = St En Se Fe ur a nn (OR 


an lässt sich = Paar der 
„Seitensymmetriegeraden“ darstellen 
durch: 


Out Ei + EX + 2ßıaXıka 
+ 2P.XX + 2 Pau = (0. 
Es stimmt also die Gleichung eines 
„Seitensymmetriegeradenpaares‘‘ in 
den Koeffizienten der rein qua- 
dratischen Glieder mit der Ordnungs- 
gleichung des absoluten Kegel- 
schnitts überein. Liegt umgekehrt 
ein Geradenpaar vor, dessen Gleich- 
ung diese Eigenschaft aufweist, so 
besteht es aus zwei „Seitensymme- 

triegeraden‘“, 
Diesen Satz werden wir auf die 
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— 


Im Spezialfalle, wo als absoluter 
Kegelschnitt die zyklische Klassen- 5: 
kurve 


— 


utw+ u 
gewählt wird, ergeben sich aus den 
obigen Gleichungen die gewöhnlichen 
Brennpunktpaare. Dann kann nur 
die Gleichung eines einzigen Paares 
in lineare Faktoren mit reellen 
Koeffizienten zerlegt werden. Es 
gibt also in diesem Falle nur zwei 
reelle Brennpunkte, die andern vier 
sind imaginär. 

Inkegelschnitte, ‚„Inkreisund 
Ankreise‘““. 

In $ 40 haben wir die allge- 
meinen Symbole der „Winkelgegen- 
punkte“ gefunden. Aus den Symbolen 
ergeben sich unmittelbar die Gleich- 
ungen derselben : 


ea =D 
Ph, + wer u Ss =). 


Folglich lässt sich ein u 
genpunktpaar“ darstellen durch: 


Au + 2. + 9,u3 + 2b,UW 
+ 2b,%u, + 2b, WU = 0. 
Es stimmt also die Gleichung eines 
„Winkelgegenpunktpaares‘‘ in den 
Koeffizienten der rein quadratischen 
Glieder mit der Klassengleichung 
des absoluten Kegelschnitts überein. . 
Liegt demnach umgekehrt ein Punkt- 
paar vor, dessen Gleichung diese 


Eigenschaft aufweist, so besteht es 


aus zwei „Winkelgegenpunkten‘‘. 


Diesen Satz wenden wir auf 


FT UBE 


„zyklischen‘‘ Geraden der Umkegel-|die „Brennpunkte“ der 


schnitte eines willkürlichen Funda- 
mentaldreiecks an. Die allgemeine 
Gleichung der Umkegelschnitte lau- 
tet: 


(xx) — HaKıkl T Pak: 
+ Pak — 0. 
Nun lässt sich für die Gleichung 
des „konzyklischen“ Kegelschnitt- 
büschels schreiben: 
ax) -— Yo) =. 

Da nun die Koeffizienten der Glie- 
der x; die obige Bedingung erfüllen, 
so sind die „zyklischen‘“ Geraden 
der Umkegelschnitte ‚Seitensymme- 
triegeraden‘“. Und sind umgekehrt 


zwei „Seitensymmetriegerade‘‘ ge- 


geben, so können wir sie als eines 
der „zyklischen‘‘ Geradenpaare eines 
Umkegelschnitts auffassen. 

Suchen wir nun zu den in $39 
gefundenen Geraden 


(u) , u Ms Mr 9), 
1, (tu Bl a) I (Ki, — Us) 
die „Seitensymmetriegeraden‘‘, so 
finden wir, dass jede derselben sich 
selbst entspricht. Denn die Koor- 
dinaten einer jeder von ihnen er- 
füllen die Bedingung 


UV; = ©;. 
Darum lässt sich jede dieser Ge- 
raden, doppelt genommen, als „zyk- 


 lisches‘‘ Geradenpaar eines Umkegel- 


schnitts @(xx) betrachten. Daher 


muss die Identität bestehen: 


(KıXı 4 X + 4%) — 
(xx) — Ap(xxX) =. 


R ; Hieraus lässt sich jetzt leicht der 


Inkegel- 
schnitte eines willkürlichen Fun- 
damentaldreiseitsan. Die allgemeine 
Gleichung der Inkelgelschnitte lau- 
tet: 


’W)EywmUu% + Ya; 
+ Yalzu, —(. 

Nun lässt sich für die Gleichung der 
„konfokalen“ Kegelschnittschaar 
schreiben: 

2 (u) — 7 PP (wm) = I. 
Da nun die Koeffizienten der Glie- 
der u; die obige Bedingung erfüllen, 
so sind die „Brennpunkte‘‘ der In- 
kegelschnitte „Winkelgegenpunkte‘‘. 
Und sind umgekehrt zwei „Winkel- 
gegenpunkte‘“‘ gegeben, so können 
wir sie als eines der „Brennpunkt- 
paare‘“ eines Inkegelschnitts auffas- 
sen. 

Suchen wir nun zu den in $ 39 
gefundenen Punkten 


J (v;) ’ Jı (— Yı, Pa; v;) D 
J, (v1 eek v;) ‚Ja (v, ‚Ya, 9) 
die „Winkelgegenpunkte‘“, so fin- 
den wir, dass jeder derselben sich 
selbst entspricht. Denn die Koordi- 
naten eines jeden von ihnen erfüllen 
die Bedingung 

uyı = . 

Darum lässt sich jeder dieser Punkte, 
doppelt genommen, als „Brennpunkt- 
paar‘ eines Inkegelschnitts Y (uu) 
betrachten. Daher muss die Identi- 
tät bestehen: 

Pu rm, + vzU;)” = 

2 (uU) — AP (wu) = I. 
Hieraus können wir jetzt leicht den 


Umkegelschnitt (xx), für den ein |Inkegelschnitt I (uu), für ac ein 
in der | ,‚Brennpunktpaar“ - 


„zyklisches‘‘ Geradenpaar 
absoluten Geraden i zusammenfällt, 
bestimmen: 


(13 TErE Uyllo)XıXa + (@a3 1252 Malz) Xolz 


+ (@s — Us) XsXı 
= (MR + URg + HR) — OR) 0 
Definieren wir einen sphärischen 
Kegelschnitt, für welchen ein ‚zyk- 
lisches‘“ Geradenpaar zusammenfällt, 
als „Kreis“, so haben wir im Vor- 
stehenden die Gleichung des „Um- 
kreises‘‘ gefunden. Suchen wir das 
„Zentrum“ desselben als Pol der 
absoluten Geraden in Bezug auf 
ihn selbst, indem wir mit Hilfe der 
geränderten Determinante die „Um- 
kreisgleichung“ in Linienkoordina- 
ten ausdrücken: 
> (oa — UM) 

— 220, — 4) (Oi — Mil )URU—(0, 
so finden wir in der Tat den Punkt 
O, den wir schon in $ 48 als 
kreiszentrum“‘ definiert haben. 

Ersetzen wir die Gerade i (w,) 
durch die mit ihr harmonisch asso- 
ziierten Geraden i; (— 14, 4x, A) , SO 
bekommen wir die Gleichungen der 
„Umkreise‘ der anliegenden Dreiecke 
— R,R.R: 


— u + Hi) —o&r) = 
Aus dieser Form der Gleichun- 
gen sehen wir direkt, dass die „Um- 
kreise“ mit dem absoluten Kegel- 
schnitt doppelte Berührung besitzen, 
in der die Geraden i, i;, die entspre- 

chenden Berührungssehnen bilden. 
Aus unserer Definition des ‚Krei- 
es‘ folgt ferner, dass der Kegel- 
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„Um- 


in der die Punkte J, J; die ent- 


—— 


im absoluten 
Punkte J zusammenfällt, bestimmen: 
(Ag — 919) U: + (Dogs — Yarz) Ul; 
+ (Ba — 9391) Ulh A 
—= (+ 9490)’ 2mu)—=0. 
Definieren wir einen sphärischen 
Kegelschnitt, für welchenein,,Brenn- 
punktpaar“ zusammenfällt, als 
„Kreis“, so haben wir im Vorsteh- 
enden die Gleichung des ‚„Inkreises‘ 
gefunden. Suchen wir das „Zentrum“ 
desselben als Polare des absoluten 
Punktes in Bezug auf den „Inkreis‘“ 
selbst, indem wir mit Hilfe dr 
geränderten Determinante die „m 
kreisgleichung“ in Punktkoordina- 
ten ausdrücken: % 
(Aa — N) 
— 229, — v9) A 0, 
so finden wir in der Tat die Gerade 0, 
deren absoluten Pol wir schon in 848. 
als „Inkreiszentrum“ definiert haben. 
Ersetzen wir den Punkt Jw) 
durch die mit ihm harmonisch asso- 
ziierten Punkte I, (—v, 94,91), SO 
bekommen wir die Gleichungen der 
„Inkreise‘“ der ac Dreiseite 
— LL,Lı: 


(— ru; + PU. + Pr)? — Aluu)—= 0 

Aus dieser Form der Gleichun- 
sen sehen wir direkt, dass die „In- 
kreise‘‘ mit dem absoluten Kegel- 
schnitt doppelte Berührung besitzen, 


sprechenden Berührungspole bilden 
Aus unserer Definition des „Krei 
es‘ folgt ferner, dass der Kegel. 


ERBEN 


schnitt » (xx) —= 0 des Büschels 

(1) Pax) — Ao (m) = 0 (850) 
dann einen Kreis vorstellt, wenn die 
Diskriminante für A zwei gleiche 
Wurzeln liefert. Denn dann fallen 


die Geraden zweier zyklischen Paare 


zusammen. 
52. Nun finden wir auch leicht 
die Gleichung eines beliebigen sphä- 


rischen ‚Kreises‘ in Punktkoordi- 


naten. Sei der Wert A, der Doppel- 
wurzel von 4 in (],) substituiert, 
so repräsentiert die Gleichung nur 
mehr eine doppelt gezählte Gerade. 
Angenommen, es sei dies die Ge- 
rade u;, so haben wir demnach die 
Identität: 


p(xX) — 4,0 (XX) 
= oo U + WI + %%). 


Setzen wir — | == u? (Konstante), 

so ist N 

(RX) = (UN 4 WG + 1%)° 
+ uWo(xx) = 0 


die gesuchte „‚Kreis“‘- Gleichung. Sie 
ist allgemein, weil die Gerade u; 
willkürlich gewählt ist.!) Der ab- 
solute Pol der Geraden u; ist 


„‚Kreiszentrum‘“, weil in ihr die 


„zyklischen Geraden“ zusammenfal- 
len. Betrachtet man die Konstante 
u? als variabeln Parameter, so lie- 
fert die Gleichung die sämtlichen 
„Kreise“ eines „konzyklischen‘‘ Bü- 
schels. 


schnitt 7 (uu) = 0 der Schaar 
(1) F(uu) — 12mm) — 0 ($ 50) 
dann einen Kreis vorstellt, wenn die 
Diskriminante für 4 zwei gleiche 
Wurzeln liefert. Denn dann fallen 
die „Brennpunkte‘‘ zweier Paare 
zusammen. 

Nun finden wir auch leicht die 
Gleichung eines beliebigen sphäri- 
schen ‚Kreises‘ in Linienkoordina- 
ten. Sei der Wert A, der Doppel- 
wurzel von A in (I,) substituiert, 
so repräsentiert die Gleichung nur 
mehr einen doppelt gezählten Punkt. 
Angenommen, es sei dies der Punkt 
X;, so haben wir demnach die Iden- 
tität: 

Y (uu) — 4, 2 (uu) 
= ou + SW + SU). 


Setzen wir ho —= x? (Konstante), 


so Ist 
Y(w) = (su +4 Kl + 05)” 
+ 2 (u) = 0 
die gesuchte ‚‚Kreis“‘-Gleichung. Sie 
ist allgemein, weil der Punkt x; 
willkürlich gewählt ist.!) Der Punkt 
x; ist sein „Zentrum“, weil in ihm 
die „Brennpunkte“ zusammenfallen. 
Betrachtet man die Konstante x? als 
variabeln Parameter, so liefert die 
Gleichung die sämtlichen „Kreise‘ 
einer „konfokalen‘ Schaar. 


!) Von den Koeffizienten von ® (xx), resp. Y (uu), ist- nämlich nur voraus- 
gesetzt, dass sie die Gleichung (I) so befriedigen, dass dieselbe für den Para- 
meter /, in zwei lineare Faktoren zerfällt. Sie können also stets so gewählt 
werden, dass die „zyklischen‘‘ Geraden mit einer willkürlichen Geraden u,, resp. 


38 die „Brennpunkte“ mit einem willkürlichen Punkte x,, zusammenfallen. 


53. „Tripolar 
Punkte und Geraden. 


Wie in der Einleitung bemerkt wurde, wird in der rein projök | 
tiven Geometrie die Entfernung zweier Punkte und dual dazu der 
Winkel zweier Geraden durch den Logarithmus des D. V. in Bezug auf 
den absoluten Kegelschnitt definiert. In einzelnen Fällen ist dies jedoch 
nicht bequem, so z.B. für die Behandlung der tripolaren Punkte. Wir. 
dehnen daher das von Berkhan für die Ebene angewandte Prinzip!) auch 
auf die Kugel aus, und zwar in folgender Weise. 2 


Rh +58 + SB; = yolı) r ?) 
yıRı + yaRs + ysR; = yolsy) r’ 
zwei willkürliche Punkte der Sphäre. 


Bilden wir nun das Quadrat ihres 
äusseren Produkts: 


© (xx) @ (yy) (V: e 7 


Ayen: ıt XRe + xRs) (YıRıt.. Al 


7% OR —Ky)? + Bl fı —Xıy)” 
+ 9, (&ıya — Xayı)" 
+ 2 9 (XYs — XsJa) (Xsyı — Xıys) 
+ 2 9% (Xyı — Xı)s) (Kıya — Kayı) 
—+ 2 9, (X1Ja — Xayı) (XaYs — XsY5) 
— 9 (8; — Ya , Xsyı — Kıys » 
Xı ya — Kyı). 
Wir definieren nun den Wert 


(Ver): als Quadrat der sphäri- 


schen Entfernung der beiden Punkte | 


Punktes einsetzt.‘ 
2) In der 


ten, hingegen 


vo) a 


=: Va (xx) r-— 
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assoziierte‘ 6 


!) Berkhan versteht „unter dem Quadrat des Abstandes eines Punktes von- 
einem zweiten den Wert, welchen für diesen die linke Seite der Gleichung seiner 
Kreisgeraden annimmt, wenn man statt der laufenden Koordinaten die des. ersten. 


Theorie der Punktsymbole ($ 9) haben wir x, die nicht reduzier- 


„Trilateral assoziierte“ Ge 
‚|raden und Punkte. | 


Seien Er. 
ul, +, +0, =yaw) 19) 
Vj L, Vol + VsLs = YV 2vv) 1? 


zwei willkürliche sphärische Gerade. 
Bilden wir nun das Quadrat ihres - - 
äusseren Produkts: ee 


2 (un) 2(w) (Vır) N 
ze 

Vau+uL,+uL) (lt. 3 
— OU; — U;V 2)" + Dal UN)" 
+ @3(U, Ya — UsV})” “ 
+ 2 © (U,Ys — UgVa) (Ust, — a 
+ 2 03 (Ust, — U) (Uıva — Uri) 
+ 2 095 (UYg — UsVı) (Up: — UzVa) 
© (Up; — UsVa , Ugfı —— Ua, 
UV — Uyı). 
Wir definieren nun den Wert 


(Vır) ? als Quadrat des Winkels 
der 


— 


beiden sphärischen Geraden 


metrischen 


r und r‘. Nehmen wir an Stelle 
von r' die Ecken des Grunddreiecks, 
so bekommen wir für die Quadrate 
der Entfernungen des Punktes r von 
den Eckpunkten des Dreiecks: 


.y 2 wi 2 (o, x, — X) ER 
(V r) vz 142) (xx) Di Sa 
Qu — 2 Jar Kı u x Xı 


© (XX) Du 


29 
Gi 


Die Werte & definieren wir als 
„tripolare“ Koordinaten des Punk- 
tes r. 

Suchen wir jetzt den Punkt, 
dessen „tripolare“ Koordinaten £; 
drei gegebenen Werten m, , my, m; 
proportional sind, 

Sind x; die gewöhnlichen Koor- 
dinaten des gesuchten Punktes, so 
müssen sie der Proportion (I) genü- 
nügen: 


(D) mı:ma: m, 
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l-und 1’. Nehmen wir an Stelle von 
l' die Seiten des Grunddreiseits, so 
bekommen wir für die Quadrate der 
Winkel, welche die Gerade 1 mit 


den Seiten des Dreiseits bildet: 


(V1) R pen (0, Algee Ux) ms 
2 (un) 2, 
Oylx — 2 Or lE + Oxk u 


2 (u) 9, 


Die Werte »; definieren wir als 
„trilaterale‘‘ Koordinaten der Gera- 
den 1. 

Suchen wir jetzt die Gerade, 
deren „trilaterale“ Koordinaten »; 
drei gegebenen Werten n,, Ds, n; 
proportional sind. 

Sind u; die gewöhnlichen Koor- 
dinaten der gesuchten Geraden, so 
müssen sie der Proportion (II) genü- 
gen: 


——— 2.5 
Ni 


— 


V261, —%) Y2(0,x,—x%) Vox. —n) 


2 Mag Mg 
Dane karton,, Fmelo  ü 
(II) n,: Da: N = V ( 393 2) . V ( ‚un ). V ( Br 7 1) 
Yı Va Va 
oder oder 
er —ı) _ 20%) __0(0,1—U) _ (OU, — U) 
2 6. ME Oyx mi ou a 2 Qı 
== il). =, 
Nun gibt es aber offenbar vier Wert- Nun gibt es aber offenbar vier 


systeme x;, welche den drei Gleich- 
ungen 9 = gleichzeitig genügen, 
denn die Kegelschnitte %,. schneiden 
sich in vier gemeinsamen Punkten. 
In Bezug auf ein sphärisches Fun- 
damentaldreieck gibt es demnach 
vier „tripolar assoziierte“ Punkte, 
welche in die gewöhnlichen der 
sphärischen Geometrie 


_ übergehen, wenn wir für den abso- 


Wertsysteme u;, welche den drei 
Gleichungen y; —=0 gleichzeitig ge- 
nügen, denn die Kegelschnitte y; be- 
rühren vier gemeinsame Tangenten. 
In Bezug auf ein sphärisches Fun- 
damentaldreiseit gibt es demnach 
vier „trilateral assoziierte‘‘ Gerade, 
welche in die gewöhnlichen der me- 
trischen sphärischen Geometrie über- 
gehen, wenn wir für den absoluten 


7 


luten Kegelschnitt die 
Kurve wählen. 

Gibt es auch, „tripolar assoziierte‘‘ 
Geraden? 


Definieren wir in derselben Weise auch den sphärischen Abstand 
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zyklische | Kegelschnitt die ahlische Kurr 


wählen. 
Gibt es auch ‚trilatera) assozi- 
ierte‘ Punkte. ; 


eines Punktes r von einer Geraden 1, so kommt dies darauf hinaus, dass. 
wir entweder die Gerade durch ihren absoluten Pol oder den Punkt r 
durch seine absolute Polare ersetzen und somit den Fall auf den vor 


‘ 


hergehenden zurückführen. 
den Abstand zwischen Punkt und 
Gerade durch die Entfernung des 
Punktes von dem absoluten Pol der 
Geraden 1 (mit u, als nicht redu- 
zierte Koordinaten) und nehmen wir 
für den beliebigen Punkt wieder 
die Ecken des Grunddreiecks, so be- 
kommen wir: 
(ya) Se u) 
9; o[2 (un), 2’ (u), 2’(u,)] 
_ 2a) — 2 2’ u) 2 (a) + 22a) 
Du; [e’ (u,) ’ 02 (U5), 02 (u;)] 
—.H 
Fragen wir wieder nach der Gera- 
den, deren „tripolare‘‘ Koordinaten 
&; drei gegebenen Werten m, , m» 
m; proportional sind, so bestehen 
ähnliche Proportionen wie vorhin, 
denen die Koordinaten u, genügen 
müssen, und daraus finden wir drei 
Klassenkegelschnitte mit vier ge- 
meinsamen Tangenten, welch’ letztere 
die gesuchten „tripolar assoziierten‘ 
Geraden sind. 


Zu einem anderen Ergebnis kommen wir aber, wenn wir den sphä 
rischen Abstand zwischen Punkt und Geraden, 
Produkt wie soeben, durch das innere definieren. Denn dann haben wir: 


an = 


Definieren wir demnach 


UK + Wh + U 
© (xx) 2 (uu) 


den Abstand zwischen Gerade und 
Punkt durch den Winkel, den die 
Gerade mit der absoluten Polare 
des Punktes r (mit x, als nicht re- 
duzierte Koordinaten) einschliesst, 
und nehmen wir für die beliebige 
(Gerade die Seiten des Gr 
so bekommen wir: 

o[0,— w &); N 


(% 1) - 2:2 [0 (x), © &), @(x;)] 


©’ (X) —2 wu () 0) (+ Wo X 
a ar 10), @(%), © w = 
= . 
Fragen wir wieder nach dem Punkt, 
dessen „trilaterale‘‘ Koordinaten y 
drei gegebenen Werten n.,n,n, 
proportional sind, so bestehen ähn- 
liche Proportionen wie vorhin, denen 
die Koordinaten x, zu genügen haben, 
und daraus finden wir drei Ordnungs- 
kegelschnitte mit vier gemeinsamen 
Schnittpunkten, welch’ letztere die 
gesuchten „trilateral assoziierten“ 
Punkte sind. 


= 


statt durch das äussere 


51 


EV IRRE TRIER 
(r];) — Q,oax) D4% 


Ietzt werden die Gleichungen linear: | letzt werden die Gleichungen linear: 


a Be 
040 (un) me 
: Mk x m, 4 


Die drei Punkte T, liegen auf einer 
Geraden, denn die Summe ihrer 
Gleichungen ist identisch Null. Diese 
Gerade ist demnach die einzige, 
deren „tripolare“ Koordinaten o; drei 
gegebenen Werten proportional sind. 
Die metrische Interpretation der 
hier geltenden Beziehung 


U:U:U; = 101: Mg 02: Us 03 
liefert die bekannte geometrische 
Bedeutung der sphärischen projek- 
tiven Linienkoordinaten.?) 


Ik X 
N: %% n, vı 


Br — 0. 


Die drei Geraden t; schneiden sich 
in einem Punkte, denn die Summe 
ihrer Gleichungen ist identisch Null. 
Dieser Schnittpunkt ist demnach 
der einzige Punkt, dessen „trilater- 
ale“ Koordinaten o, drei gegebenen 
Werten proportional sind. Die me- 
trische Interpretation der hier gel- 
tenden Beziehung 
2 XD X ==. V1 017040527505 

liefert die bekannte geometrische 
Bedeutung der sphärischen projek- 
tiven Punktkoordinaten.!) 


Verallgemeinerung von Sätjen aus der affinen Geometrie. 


54. Schon in $ 43 wurde eine Verallgemeinerung des Schwer- 
punktes und seiner trilinearen Polare gegeben. Davon ausgehend hätte 
man auch die Sätze der affinen Geometrie behandeln können. Damit 
wären dieselben der elliptisch-hyperbolischen (Geometrie eingeordnet 
worden, weil die Koordinaten der absoluten Geraden (w,) von den Koef- 
 fizienten des absoluten Kegelschnitts abhängen. Aber wie schon damals 
bemerkt wurde, lässt sich eine noch weitergehende Verallgemeinerung 
dadurch erzielen, dass wir nicht mehr die bestimmte spezielle Gerade 
1, sondern mit Berkhan eine ganz beliebige Gerade als absolute Ge- 
rade fest wählen und daraus die sich daran knüpfenden Beziehungen 
ableiten. Für die Kugel können wir zwei Wege einschlagen, entweder 
richten wir den absoluten Kegelschnitt nach der gewählten absoluten 
Geraden ein, indem wir ..die Koeffizienten der rein quadratischen Glieder 
seiner Ordnungsgleichung den Quadraten der Koeffizienten der absoluten 
Geraden proportional nehmen, oder wir lassen den absoluten Kegel- 

- schnitt sowohl als die absolute Gerade von einander ganz unabhängig, 


!) Siehe M.-Fr. Daniels, Essai de geometrie spherique, S. 32. 


wobei nur die Forderung besteht, dass die ahenfube Disk I 
Im ersteren Fall würde dann den Sätzen der el Ä 
tisch-hyperbolischen Geometrie insofern nicht mehr ein ganz willkürli- 
cher Kegelschnitt zu Grunde liegen, als ein Teil seiner Koeffizienten 
von der Wahl der absoluten Geraden abhinge. Denken wir uns in 88 43 
ff. die absolute Gerade als das ursprünglieh gegebene Gebilde, so sind. 
dort bereits einige diesbezügliche, Beispiele behandelt worden. Im zwei- 
ten Fall, wo absolute Gerade und absoluter Kegelschnitt unhabhängig 
neben einander bestehen, müssen wir uns auf die sphärische Verallge. 
meinerung der Sätze der affinen Geometrie beschränken. 
Kegelschnitt spielt dabei nur mehr eine Hilfsrolle, um nämlich auch 
hier die Punktsymbole verwenden zu können. 
tigen wir uns nur mit der zweiten Annahme. 


nicht verschwinde. 


55. Als absolute Gerade wählen 
wir willkürlich die spbärische Ge- willkürlich den Punkt der Sphäre: > 


rade: 


ge gb + go + gl 
Ihren trilinearen Pol heissen wir 


wieder „Schwerpunkt“ : 
RR BR, RB 
2 raeı = 


Seine Projektionen aus den Ecken 
auf die gegenüberliegenden Seiten 
des Dreiecks nennen wir die ‚‚sei- 
tenmitten‘‘ : 


26, De 
ne 2 GB 
Diese sind mit den „Richtpunkten“ 
in 
GPS 81 


der Dreieckseiten harmonisch kon- 
jugiert in Bezug auf die Ecken R, 
und R,. Entsprechend bekommen 


Dreieckseite; nennen wir denselben kurz Seitenpunkt, 


‚Seine trilineare Polare ist die Ge. 


|giert in Bezug auf die Seiten L, 


?) Den zum „Richtpunkt“ einer Geraden ‚dualen Begriff wollen wir ? 


Der absolute 


Im Folgenden beschäf- : 


Als absoluten Punkt wählen wir 


ey yaRs + BR, 


rade: 


Die Verbindungsgeraden ihrer Sei- 
tenpunkte!) mit den gegenüberlie- 
genden Ecken des Dreiseits nennen 
wir die ‚„ Winkelhalbierenden“ : 


Ware Ix Er 3 
IESISEr TE = 
Diese sind mit den „Richtgeraden“?) 
PERTSYR 


der Eckpunkte harmonisch konju- 


und L.. a ‚bekommen 


® 22 „Richtgeraden* harmonisch konjugierte Gerade. 
IE „Winkelhalbierende“ oder „Bissectrix‘“ des Seitenpunkts bezeichnen, 


ER 


wir jetzt als „Medianen“: 


(GR) = Gl — Sl. 

Unter „Mitte“ eines Bogens ver- 
stehen wir demnach hier den in 
Bezug auf die Bogenendpunkte mit 
dem „Richtpunkt“ harmonisch kon- 
jugierten Punkt. Wir sprechen 
darum hier nicht mehr von. zwei 
„Mitten“, 


wir jetzt als Seitenpunkte der 
„Winkelhalbierenden“:: 

(wL) = ıRı — YyıR. 

Unter ‚ Halbierenden‘ eines Win- 
kcls verstehen wir demnach hier die 
in Bezug auf die Schenkel des Win- 
kels mit der „Richtgeraden‘“ des 
Scheitels harmonisch konjugierte 
Gerade. Wir sprechen darum hier 
nicht mehr von zwei ,„Winkelhal- 
bierenden‘. 


‘Wir beweisen nun folgende Sätze: 


56. Zieht man durch die „Mitte“ 


_ einer beliebigen Eektransversale des 


Grunddreiecks die übrigen Ecktrans- 
versalen, so liegen ihre „Mitten“ 
und der „Schwerpunkt“ in einer 
Geraden. 

Beweis. Zu einem willkürlichen 
Punkt P (x,) gehört als erste Eck- 
transversale die Gerade 


pı = 51a — ul; 
und als entsprechender Seitenpunkt 
PR =xR + xR;,. 
Folglich ist 
N =R, — AP, 
der „Richtpunkt“ und 
M =R + AP, 
die „Mitte“ von pı. Der Parameter 


ı lässt sich sehr leicht bestimmen, 


da das innere Produkt von N, mit 


g Null sein muss: 


‚Die zu den Fusspunkten der 
„Bissectrix‘“ eines beliebigen Sei- 
tenpunkts!) gehörenden ,„Winkel- 
halbierenden“ gehen mit der Gera- 
den y durch einen Punkt. 


Zu einer willkürlichen Geraden 
p (u,) gehört als erster Seitenpunkt 


PR = WR — W%R, 
und als entsprechende Scheitelgerade 
p = Wl-+ uwlLl;. 
Folglich ist 
IB 
die „Richtgerade“ und 
mn=hL-X4p: 
die „Bissectrix“ zu P,. Der Para- 
meter A lässt sich sehr leicht be- 


stimmen, da das innere Produkt 
von n, mit /' Null sein muss: 


!) Wird ein Seitenpunkt mit der gegenüberliegenden Ecke durch eine Ge- 


. rade verbunden, so bildet die letztere mit der Dreieckseite, welcher der Seiten- 


punkt angehört, zwei Winkel. Den einen „halbiert“ die „Richtgerade* des Seiten- 
punkts, den andern zum ersteren supplementären Winkel „halbiert“ die zur 


Diese wollen wir kurzweg als 


81 ne Yı 2 
Ben + 838 Yyalz + Yalz Eee 
Als „Mitten‘“ der durch M, gehen- Als „Winkelhalbierende“ der. auf 
den weiteren Ecktransversalen m, liegenden weiteren Seitenpunkte 
pP =V RM, und p’ = VR,M,|P/ = VLm, und P, vn 
finden wir demnach: | finden wir demnach: 
Mi Se + 83% R mr + yalz + Yallz L 
81 s Yı ae 
= um T Zum KH u jet E Erete rn. Es ul 
2 2 


Mm — ER TB 7, _ al 


81 > SM re 

+ a + an San, Ne wL, + „U . L;. _ 
Jetzt wird das innere Produkt Jetzt wird das innere Produkt 
GVYMM = 0. ‚VYmm—0.. 


En 


Ebenso finden wir, wenn wir von|Ebenso finden wir, wenn wir vom. 
der zweiten oder dritten Ecktrans- |zweiten oder dritten Seitenpunkt der 


versalen von P ausgehen, dass ‚Geraden p ausgehen, as 
GV MM. == 0 und yVm m, = 0 und > 
GVMmM = 0. | A m = 0. > 


57. Satz von Newton. Die Die ‚„Winkelhalbierenden‘‘ der 
„Mitten“ der Diagonalen des voll- |Fusspunkte einer willkürlichen Ge- 
ständigen Vierecks liegen in einer raden schneiden sich in einem 
Geraden. Punkt. | ae 

Seien R,, Ra, Rz, R (x;) die vier Eckpunkte, dann sind die Fuss- 
punkte P; der zu R gehörenden Scheitelgeraden die Diagonalpunkte: 
P; > X Rx En xıR;. & = KR 

. Da die Mitten“ der Diagonalen R,R,,Pı,R,P,P, mit den entäpreehs 
den „Richtpunkten‘“ konjugiert sein müssen, so finden wir für sie: 


KR oo R E oz 
tn nt In guten) ren Bir) P 


Weil das innere Produkt dieser drei Punkte Null ist, so liegen sie a 
einer Geraden. Damit ist der links stehende Satz bewiesen. 

58. Ans vollständige Viereck resp. Vierseits a SR 1 
lead Satz: | & 


e folglich ist 


RR 
Die „Mitten“ .der Ecktransver- Die ‚Winkelhalbierenden“, welche 
salen eines beliebigen Punktes R (x;) | zu den Seitenpunkten einer beliebigen 
werden mit den entsprechenden | Geraden L (u,) gehören, besitzen mit 
„Seitenmitten“ durch Gerade ver-|den „Bissectrices“ der entsprechen- 
bunden, welche sichin einem Punktelden Winkel des Grunddreiseits 
schneiden. Schnittpunkte, die auf einer Gera- 
den liegen. 


Für die „Mitten“ M, der Ecktransversalen (R, P;) finden wir wie- 


der die Symbole: 


Me er Br RnB ER, 


Da das innere Produkt der drei Verbindungsgeraden G; M, Null wird, 
so gehen sie durch einen Punkt: 


R = x (8% + 9%) Rı + % (8X; + gif) RR + X (gıXı + 83%) R.. 
Diesen Schnittpunkt finden wir auch leicht durch folgende auf der 
„komplementisotomen‘“ Verwandtschaft beruhende Konstruktion. Wir 
projizieren den Punkt R aus den Ecken R, auf die Seiten G,G, des 
„Mittendreiecks“ und die so erhaltenen Punkte aus den „Seitenmitten‘“ 
G; in den Punkt ®. 

Beweis. Da die Projektion von R auf G,G, der ersten Ecktrans- 


- versalen angehört, so hat sie das Symbol 


P, a Z1.Rı -4- KB 1 X, RB; 


wo die einzige Unbekannte z, aus der Bedingung bestimmt werden kann, 
dass P, G, G, in einer Geraden liegen. Daher ist 


a 
L L 
81 g | = I 
Liakbieyo 
gı 8: | 


812 = Hk +8g%, und PR = Eatı Eat Rı + wR, + %R;.. 


Dieser Punkt ist offenbar identisch mit M,, der „Mitte“ der ersten 


 Eektransversalen. 


Ersetzen wir den Punkt R durch Ersetzen wir die Gerade L durch 


‚eine beliebige Gerade L und brin- einen beliebigen Punkt R und ver- 


gen die Ecktransversalen ihrer Sei- binden die Seitenpunkte seiner Eck- 


 tenpunkte mit den entsprechenden 
Seiten (G,@,) des „Mittendreiecks“ 
zum Schnitt, so liegen die drei 
S:hnittpunkte in einer neuen Ge- 
raden L’, welche durch die „Mitten“ 
der Diagonalen des vollständigen 
Vierecks geht. 
Diese Gerade Gerade von 
Gauss ist demnach identisch 
mit derjenigen in $ 57. Zwischen 
L und L’ besteht ‚„komplementiso- 
tome‘‘ Verwandtschaft. 


Beweis und Konstruktion ähnlich wie vorhin. 


59. Es gehen ferner durch einen 
Punkt die Verbindungsgeraden der 
„Deitenmitten‘“ mit denjenigen Punk- 
ten Q; der Ecktransversalen eines 
beliebigen Punktes R (x), welche 
mit den betreffenden „Richtpunkten“ 
in Bezug auf R, und R. demselben 
D. V. entsprechen. 


Offenbar sind die Punkte Q,; darstellbar durch 
NK eahR | 
und die „Riehtpunkte“ der Ecktransversalen des Punktes R durch 
R, TAB; RL R. 


- 


Folglich ist das D.V. = 


i 


Multiplikation von N, mit der absoluten Geraden findet: man für & = 


N 


Demnach sind die Geraden 


RENTEN 
3 | 


ee) 


et i 


(9: In MO — OK); + (28x; 


transversalen mit den entspre 
den‘ Ecken (w.wı) des „Winkelha 
bierenden-Dreiseits‘‘, so ‚gehen ie 
drei Verbindungsgeraden durch ei- 
nen neuen Punkt R’, in dem sic 
die „Winkelhalbierenden‘‘ der Sei- 
tenpunkte der vierten Geraden des 
vollständigen Vierseits schneiden. 

Dieser Punkt ist demnach iden- 
tisch mit demjenigen in $ 57. 
Zwischen R und R’ besteht „kom- 
plementisogonale“ Verwandtschaft. 3 


‘Es liegen ferner auf einer Ger 
raden die Schnittpunkte der „Win- 
kelhalbierenden“ und derjenigen 
Geraden q, der Strahlenbüschel in 
den Seitenpunkten einer beliebigen 
Geraden L (w), welche mit den be- 
treffenden „Richtgeraden“ in Bezug. 
auf L; und L demselben D. Y. ie % 
sprechen. 


oder A = Au. Durch innere 
Bin | a 2 


m g X) HL, — Ag — u a De 


g: 60. Die „Seitenmitten“ G,, die 
„Mitten“ Q; der Bogen R,R und 

die Fusspunkte P, der Ecktransver- 

salen von R(y;) liegen auf einem 

Kegelschnitt. 

Die 6 Punkte 


ee 
# SE P,=yıR, + yıRı 


genügen offenbar dem Satz von 
Carnot und gehören dem Kegel- 
schnitte an: 


Gyr rt Hyyı® + HYıyX 
— (81Jı # 82Yı) YaXı X 

(82a + 8:3) YıXaX, 

— (5) + Sıyı) YyLıı = 0. 
Diese Gleichung befriedigen aber 
auch die Koordinaten der „Mitten“ 


ge 


—— 
—_— 


qı 
; | 
AhTSch ts, + YeRx + yıR.. 


den „Kreis von Feuerbach“: 


== 


61. Durch einen beliebigen Punkt 
P ziehen wir die Ecktransversalen 
und zu denselben die durch die 
Ecken R,R,R, und RıR,R, des 
Grunddreiecks gehenden „Paralle- 


len“. Unter welcher Bedingung 
schneiden sich die letzteren in 
einem Punkte? 
Ist 
cL = XıRı mi: x;R, vr X, Rs, 
80 sind 
= IR le L, 
En nn 
es ir i 
I a 


57 


Die „Winkelhalbierenden“ w; des 
Grunddreiseits, die „Halbierenden‘“ 
g; der Winkel L, L und die Schei- 
telgeraden p; der Seitenpunkte von 
L(v;) umhüllen einen Kegelschnitt. 

Die 6 Geraden 


yı pr L, + vıL 


genügen offenbar dem Satz von Car- 
not und sind Tangenten des Kegel- 
schnitts: 

YıyaYaUı + YaVYaVvıla 4 Y3VıVa ug 

— MV + 9%V) Ylıls 

— (pr + %W) WU; 

— Hr + NM) nun =. 
Diese Gleichung befriedigen aber 
auch die Koordinaten der „Winkel- 
halbierenden“ 

| 4 = 
2 yıYı 4 Yale + YıWı 


Yi 


R das „Orthozentrum‘“‘ H (-) ‚ so bekommen wir als Kegelschnitt 
kl 


= har} + Uo;ıX3 + UsllıaX3 EZ (1951 + Moßlos)XyXa = (uzS1 us ;1)XoX; er (Ss +9 ,)X;X, —=f), 


Durch die Seitenpunkte einer 
beliebigen Geraden p ziehen wir die 
„Richtgeraden“, Unter welcher Be- 
dingung liegen die Seitenpunkte 
der letzteren auf einer Geraden ? 


Ist 
p=ulb + wlR-+ ul, 
so sind 
Dal." 
Ur U} 


L+vIa«-+ vl. 
Nehmen wir als absolute Gerade die Gerade (w) ($ 43) und für 


seine Ecktransversalen und 

hr =pn — A2glb 
die „Parallelen“‘ der letzteren. Da 
die p; durch die Ecken des Drei- 
ecks gehen müssen, so finden wir 
als Wertetripel für die Parameter: 


und 4 


&k 
Soll sich nun das erste „Parallelen- 
tripel“ in einem Punkte schneiden, 
so müssen die Koordinaten x; von 
 P folgender Determinantengleichung 


(I) genügen: gen: se 
— iX 0° —(goXo+ g3%5) 
(I) — (8X S ıXı) Fa 0 — (0 


0 °2—giXıt go) — LRr 


— (gm + gu + g%) (rat Sr + ee) 
—Yılz 0° —(yala+-yU,) fe Be 
(I) | (us ty) —yaUı ‘B VgV | 3 
0 — (PU Yale) —Yallg 5 e 

— (yılı + Yalg + Y3U5) (Yıyalılla + Yoysuzü; + Yyılzlı) = 0. 


Genau dieselbe Bedingung erhalten 
wir auch für das zweite „Paralle- 
lentripel“. Der Punkt P muss dem- 
nach entweder auf der absoluten 
Geraden oder auf der ‚‚Steiner’schen 
Umellipse‘ gewählt werden. 


62. Welcher Bedingung muss 
der Punkt P (x,) genügen, wenn die 
Seitenpunkte der durch P zu den 
Seiten eines andern Dreiecks A; 
‚gezogenen „Parallelen“ jeweils in 
einer Geraden liegen sollen ? 


Ü . Lösen wir die links stehende Aufgabe. 
A, seien gu! durch die willkürlichen ı Geraden: 


ihre Seitenpunkte und u, 
P=P—,4 Sun 
die „Richtgeradenpunkte“, Da die 
P/’ auf den Dreieckseiten liegen 
müssen, so finden wir als Werte 
tripel für die Parameter: Ei 
und dem 
Yk Da 
Soll nun das erste Punkttripel auf 
einer Geraden liegen, so müssen 
die Koordinaten u, von p folgender 
Determinantengleichung (II) genü- 


Genau dieselbe Bedingung erhalten 
wir auch für das zweite Punkttripel. 
Die Gerade p muss demnach ent- 
weder durch den absoluten Punkt 
gehen oder den Inkegelschnitt Er 
uU 

Yi 


—= ( berühren. | 
Welcher Bedingung muss die 
Gerade p (u) genügen, wenn di 
Ecktransversalen, welche zu d 
Schnittpunkten von p mit den „Richt- 


Dreiseits gehören, jeweils 
einen Punkt gehen sollen? : 


Die. SE des ] 


RN 1: 5 


m = ub, — wi; + u;L;,, 
Ms» = YıL, + Vol, -- v;L;, m; = w;L, 1 w,L, + w,L 3 
Dann sind die durch den Punkt P (x,) gehenden „Parallelen“: 
dı = ze, uk) 2g;L io 
= EWLu-mM2gL, 6 = EM L,—-wwW)2g;L. 
Diese liefern mit den Seiten des Grunddreiecks drei Schnittpunkttripel®): 
5 = [ern — ums] RR — ER) — um)gı] Rı 
E- = [su — ug] Rı — [Eu — uWg] R, 


= = ld — um R — (ER) .— ug] Rı 

2 Soll nun das erste Punkttripel, Qi, auf einer Geraden liegen, so muss 
; offenbar die folgende Determinante Null sein: 

z | 0 sc -Uumg - [EM — um); 

2 — gWw v8] 0 IR a 
E sK)m we) — ER) m — wwgil 0 

s oder 


= (sd — ug ER — vg Erw — wwWg:| 

| — EM)w — umgl EWM)w — vg] [dm — wg] = 0. 
@ Da sich g (x) als gemeinsamer Faktor absondern lässt, so zer- 
fällt der geometrische Ort des Punktes P in die absolute Gerade und 
in einen Umkegelschnitt. 

2 Ä Um die Enveloppe der Verbindungsgeraden der Punkte Qi zu 
finden, suchen wir den geometrischen Ort einer Geraden u’ (x) = 0, 
welche das Grunddreieck in drei Punkten schneidet. Durch die letz- 
teren ziehen wir die entsprechenden „Parallelen“ zu den Seiten m, des 
i Dreiecks A,'‘. Diese drei „Parallelen“ schneiden sich in einem Punkte 
== x :P, wenn 


(gut (WG —U8e) U; (Usgs—Usg ,) Uy (Ugg;—U;g3) U; 
(V38ı us v18;) U (ngı—Vıgo)U; + (Vega — Vag;) Ur (Vgi—Vig;)Ug 
(Wig,— Wg,)Ur (Wgg—Wagı)Uy (W3gs—W83)Uı + (Wigs—Wsgı)Ug | 
\ | =uR). 

Die Form dieser Gleichung sagt uns, dass die Enveloppe eine Kurve 


dritter Klasse und zwar eine „Steiner’sche Hypozykloide‘“‘ ist, welche 
die absolute Gerade als Doppeltangente besitzt. 


a. 
F: 
U > 
Br 
: ne) 
a ErS 
Ban.‘ 
Ber 
Far 
ur 
Br, 


‘) Jn den Symbolen Qi, ‚ Q! sind nicht bloss die Buchstaben i, k, | 
zu a: sondern auch u im Zyklus u, v,w. — Die Abkürzung 
ER As e> LE B- 82% E= 8 „; ähnlich u (x), v(x), wi). 


schneiden. 


Soll das zweite Punkttripel QF auf einer erde liegen, 5 so fine 
wir. als Bedingung: = 


= [gu — uWg) ER) — vg.) em + vol 


Und für das dritte Punkttripel Qi: ee 
"= gemw — um] EM — WE] EWw — weil ä 
— eYu — u)gı] KO — Wil EM. - wg = 0. 

Die Kurven C’ und CÖ” zerfallen ebenfalls in die absolute Gerade und 
einen Umkegelschnitt. Da zwischen diesen Kurven die Beziehung | 
5 c=0U!+Ü | g 

besteht, so schneiden sich die drei Umkegelschnitte ausser in dr drei 
Ecken des Grunddreiecks noch in einem vierten Punkte, für welchen 
die drei Schnittpunkttripel Qi, QX, Qi gleichzeitig auf je einer Gera- 
den liegen. | ee 
63. „Brocard’sche Punkte“.| Auf den Eektransversalen der 
Durch die Fusspunkte der Eck- Seitenpunkte einer beliebigen Ge- 
transversalen eines beliebigen Punk-|raden p (u) nehmen wir die Punkte, 
tes P (x;) ziehen wir die „Paralle- |welche mit den Ecken R,R,R, und 
len‘ zu den Dreieckseiten L,L;L, | R;R, R, des Grunddreiseits derselben 
und L;L,;L,. Dadurch finden wir |„Richtgeraden‘‘ angehören. Da- 
die Fusspunkte der Ecktransversalen |durch finden wir die Ecktransver- 
zweier neuen Punkte salen der Seitenpunkte von zwei 
neuen Geraden | 


EI mr |) mr 9. 


Die „Parallele“ durch den Fusspunkt der ersten Scheitelgeraden 
von P ist offenbar 


B=!:gh +i,=gu—- 'Lbr+gb, 

und ihr Schnittpunkt mit der dritten Dreieckseite ee 
= Rt uk, Sn 

Die zyklische Vertauschung der Indizes liefert direkt q und 0 Au 


den Symbolen der Punkte Q, sehen wir unmittelbar, dass sie die ri 
punkte der Ecktransversalen sind, welche sich in dem Punkte 


g=bn+hn 


X 


Br | 


2 Be 


ir 
u 


en er CARE er F 
u Y IN 
x 

si ö) r } 


ER 
Und ähnlich finden wir durch Ziehung der „Parallelen“ zu L;L,Lz: 


Q 


Ersetzen wir P durch Q und wiederholen dasselbe Verfahren, so be- 


kommen wir den Punkt: 
„ 8: X; gı Xı 83 X2 
22 7 Rz. 
a u rn 
Wiederholen wir nun mit Q” dasselbe und fahren wir in dieser Weise 
fort, so bekommen wir eine Gruppe von 6 Punkten: 


er (&,3 51 ’ &), 5x ws X, Ex r); 
Xz = 


BEE CHTEEHNCH >} 
Se er 8; X3 en N X 


Der nun folgende siebente Punkt fällt ie mit dem ersten zusam- 
men, u.s. w. Ersetzen wir endlich P durch Q’ und wiederholen die 
nämliche Entwicklung, so bekommen wir dieselbe Punktgruppe wie 
vorhin, nur in umgekehrter Reihenfolge. Zwischen dem ersten und 
vierten, dem zweiten und fünften, dem dritten und sechsten Punkt der 
Gruppe besteht die Beziehung 


| 


82 83 81 
x, R, + X R, -H X, R.. 


| 


also ‚„isotome‘‘ Verwandtschaft. 

Nehmen wir für P den Punkt von „Lemoine“, so finden wir für 
Q und Q’ die beiden Punkte von „Brocard“: 2’ und ®. 

Dual ergibt sich eine Gruppe von 6 Geraden: 


Y3 Re Yu, ?ı ”u) 
Be Are T, F u, el B; 


1 7); (&u 5 Zar RE u) Y2 vs A) 
yılı yau,’ YaUz Y3 NL Us ur 


und die auftretende Verwandschaft = „isogonal“, 


Vita. 


Der Verfasser vorliegender Studie wurde am 24. März 1876 in 
Untereggen, Kt. St. Gallen, geboren. Er erhielt seine Gymnasialbildun 
an der Stiftsschule in Einsiedeln, wo er 1896 Mitglied des dortigen 
Benediktinerstiftes wurde. Nach Absolvierung der philosophischen und 
theologischen Studien 1902 zum Priester geweiht, war er zwei Jahre 
‘in Vevey, Kt. Waadt, in der Seelsorge und alsdann ebenso lang am 
Stiftsgymnasium in Einsiedeln tätig. 1906-1911 war er an der. 
Universität Freiburg (Schweiz) immatrikuliert, wo er bei den Herrer 
Professoren Daniels, v. Kowalsky, Bistrzycky, v. Estreicher, Girardin 
Vorlesungen über allgemeine und angewandte Mathematik, experimen- 
telle und theoretische Physik, Chemie und Kartographie hörte und 
an den Uebungen im physikalischen und chemischen Laboratorium 
teilnahm. 1909 erwarb er in den mathematischen Fächern das Lizen- 
tiatsdiplon. 

Allen genannten Herren Professoren spricht der Verfasser ande an 
dieser Stelle für alle Anregungen und Förderungen seinen ‚tiefgefühl- 
ten Dank aus. 
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